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LIBRO PRIMO 

Delle quantità infinitcfime , della, Quadratura 
c rettificazione delle Curve , e della, 

tegrazione delle forinole di unir ^ 

fola variabile. P ' 

I 

CAPO PRIMO.\/ '* 
Idea delle quantità infinitesime 


T 

I. * J a quantità infinitefima altro non è , Je non fe la 
quantità minore di qualunque data , la quale veniva dagli 
Antichi chiamata in ajuto , quando volevano paragonare le 
figure rettilinee colle eurvilmee .La quadratura della Pa- 
rabola , che ci ha lafciata Archimede illufiri la pre- 
fente materia . Nella parabola BAD ( Fig. i. ) li 
conduca qualunque corda B D , divifa in due parti u- 
guali in C y e per C conducali il diametro C A, il 
cui vertice fia A; congiunte B A , DA fi formi il tri- 
angolo BAD , il quale differifee dallo fpazio parabo- 
lico BAD pei due fegmenti BK A, A G D ; divife 
in due parti eguali le rette A B, AD in H, ed £, 
e condotti i diametri KH,G£, fi intendano formati 
due triangoli B K A , A G D , i quali fenza dubbio fo- 
no maggiori della metà degli fpazii parabolici A K A, 

A G D ; perchè quelli triangoli fono ia metà dei pa- 
rallelogrammi circonfcritti j che fenza dubbio fonomag- . . 
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4 LIBRO t 

gioii degli fpaz.il parabo’ici . Se f -pra le corde B K t 
KA, AG , G D li intendano formati quattro triango- 
li nella lìdia maniera, che fi fono formati gli altri 
B K A , A G D , farà la loro fomma maggiore della 
metà dei quattro fpazii parabolici B K , K A > AG , 
AD; lo dello av verrà, fe fi formino in firn il modo al- 
tri otto triangoli fopra gli otto lati dei auattro tri- 
angoli, alcri ledici fopra i Tedici lati degli otto , u 
così indefinitamente; e comecché il triangolo BAD 
è maggiore dei. due B K A , A G D , e quelli due fono 
maggiori dei quattro fatti fopra i loro rati , ed i quat- 
tro fono maggiori degli otto, e gli otto dei Tedici fat- 
ti parimenti lopra i ìoro lati , e così fucceflivamcnte, 
quindi la fomma dei triangoletci nuovamente infcritti 
nel fegmento parabolico BAD farà più piccola, quan- 
to più quelli fono maggiori di numero, e perciò an- 
cora la fornata dei fegmenti paraelici fotteli dai loro 
lati farà più picciola, quanto più farà il loro numero 
maggiore : adunque la differenza tra lo fpazio parabo- 
lico BAD , e la fomma totale dei triangoli BAD , 
BKA , AG D cc. verrà continuamente a diminuirli 
collo infcrivere nuovi triangoli nella maniera divifata. 
Da ciò li ricava legittimamente , che la fomma tota- 
le di tutti i triangoli infcritti, quando faranno di nu- 
mero infinito , fia eguale al fegmento parabolico BAD ; 
perchè altrimenti , cioè fe non fi avelfe quella 'ugua- 
glianza, vi farebbe qualche differenza determinata tra 
ia predetta fjmma, ed il fegmento ; onde non farebbe 
▼ero, che la ditfjrenza fra la fomma dei triangoli in- 
foderi, ed il fegmento parabolico BAC fi diminuific 
coniniamente finza limite ale ino, contro ciò cheli 
c dimoftraro. Adunque chi determinerà la fomma dei 
triangoli BAD , B K A-y AGD ec. di numero mir- 
ti, avrà determinato ancora lo fpazio rettilineo eguale 
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al fermento parabolico BAD . In varie maniere fi 
può determinare la fomma totale dei predetti triango- 
li, tra le quali feelgo la feguente . Si conducano M(J, 

- CD 

N E parallele a CD; effóndo MG=:N£= , 

c yi 

farà per la natura della parabola MA — j c per- 

C A 4 

ciò MN“G £=; ■. Ma i due triangoli C AD , 

AEG , che anno gli angoli eguali C A E ^ A E G^ fo- 
no in ragion compolla dei lati C A : G E ì ed A D : ./tf £; 
dunque faranno ancora in ragion comporta di 4 i j e 

CAD . 

di 2M( onde farà il triangolo AEG =■ — 

triangolo AGD=z 2C ~ D - . Nella ftefla guifa fi diraortra } 

** o 2 B A C 

che il triangolo £ K -4 fia eguale a - ; onde i 

„ .. 2 BAD 

due triangoli A G D > BKA fono eguali a — . 

Con fimil metodo fi diraoftra , che i triangoli fatti f 0 . 

2 AGD i*C A D 

pra AG , G D fono eguali a - — - — = p 5 e 

che i triangoli fatti fopra B K , K A fono eguali a_» 
Z *BAC ' . , z x B AD . 

-, onde tutti e quattro fono = — — — » g u 


8* 


8 * 

2 » 


otto fatti fopra i Iati dei quattro fono eguali a ~ B A D > 

i Cedici fatti fopra i lati degli otto fono eguali a^* 

~ . BAD. Onde la ferie infinita dei triangoli farà la 
o* ' 

feguente j . £ . j-| > & ec -) = BAD 

,(I ? 


Digitized by Google 


6 LIBRO I. 

.fi, — -, -i-j —r ec. J la qual ferie à per termino 
\ 4 4 l 4 3 J 

generale — , adunque la forama farà A B D 

. ^ — ^ pel capo 7. del libro $. del Tomo r. 

num. 18. Ma fuppollo n numero infinito la fraziono 

— 1— diviene minore di qualunque data; dunque la 
3 • 4 1 

fomina di tutti i triangoli di numero infinito farà e- 
guale ad A BD. + . Ma quella fomma eguaglia lo fpa- 
zio parabolico ; dunque lo fpazio parabolico BADÒ 

eguale a 4 R * — , cioè al triangolo BAD , più la— 
fua terza parte . 

II. Ora fe confidereremo con attenzione la forza 
di quella dimollrazione, la troveremo appoggiata a que- 
lli due fondamenti; 1. Che la differenza Ira la fomma 
dei triangoli inferirti fi diminuifee fenza limite , al mol- 
tiplicarli dei triangoli , il che viene efpreffò ancora-» 
col dire che la predetta differenza fi fà minore di qua - 
Ittnquc data . 2. Che polla tal differenza minore di 
qualunque data, la fomma dei triangoli, quando fono 
di numero infiniti , cioè nel limite, eguaglia perfetta- 
mente lo fpazio parabolico. Per tanto gli Antichi o- 
gni qual volta avevano dimollrato , che la differenza 
fra due quantità fi diminuiva fenza limite, o fi face- 
vi minore di qualunque data, immediatamente conclu- 
devano, che quelle due quantità erano nel limiceper- 
f.-ttamente eguali, perchè fe nel limite, dicevano, non 
fono eguali, farebbero difuguali, e la loro differenza 
farebbe determinata : onde non farebbe vero che la 

dif- 


Digttized by Googl 


CAPO T. - 7 

differenza fra le predette quantità prima del l>rnit^ 
forte minore di qualunque data , contro ciò che fi è 
fuppofto ; il qual genere di dimoftrazione, come ogn* 
uno vede, è dotato di tutta P efattezza , e di tutta 1 
evidenza defiderabi e * 

III. E* egli cofa per fe ftefla evidentiflima , che 
la differenza minore di qualunque data non fia una 
quantità determinata , ma foltanto una condizione 
• della differenza , cioè la condizione di poterli dimi- 
nuire fenza limite; e chi fi figuralfe tal condizione lot- 
to 1’ idea di una quantità determinata ,( come a qual- 
cuno ingannato dalle compendiofe efpreffioni di tale 
condizione potrebbe accadere ) non comprenderebbe 
la forza del metodo , e caderebbe in moltillimi aflur- 
di. Quelle quantità minori di qualunque data fono fia- 
te chiamate dai moderni matematici , quantità inffni- 
tejtme , differenze injìnitejìme , differenziali -Jluffoni, quan- 
tità nafeenti , quantità evanefeenti , elementi w» fecondo 
l’afpetto,fotto cui fe le fono rapprefentate, i quali af- 

J >etti acciocché non fieno erronei, deono poterfi ridurre al- 
e quantità minori di qualunque data degli Antichi . 

IV. Intefa la natnra delle quantità infinitefime , n 
intende firnza difficoltà che cofa fieno i diverfi ordini 
delle medefime . Sia B C ( Big. 2 . ) la differenza delle 
d ie rette A C , AB , la quale fuppongafi infinitefima, 
cioè minore di qualunque data, ofiia diminuirfi oltre 
qualunque limite; farà Umilmente il rettangolo B T in- 
nnitefimo in riguardo ai rettangoli A P ^ A N ; fingali 
addio la linea C 5 infinitefima in riguardo alle due ret- 
te CP, 5P, farà ancora il rettangoletto USinfimte- 
fimo rifpctto ai due rettangoli B P , BV \ adunque il 
rettangoletto B S è infinitefimo rifpetto al rettangolet- 
to B P, che è infinitefimo, cioè il rettangolo BS è 

infiniccfimo di infinitefimo . Perciò il rettangolo B V fi 

cbia. 
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chiama injìnitefimo del primo ordine , il rettangolo 2? S 
inGniteJìmo del Jecondo , cosi un’ altra differenza , che 
ri fpettiva mente al rettangolo B S fi diminuifle oltre qua- 
lunque limite, fi chiamerebbe infinitefima del terzo ardi - 
pc. Lo Hello intendali del quarto, quinto, fello ec. 
ordine degli infinitefimi. • 


CAPO IL, 

Cognizioni elementari della Ceomeifia 
degli Injìnitejìmi . 


Q Uando nominiamo quantità infinirefime del pri- 
mo , fecondo ec. ordine, fenfc’ altro aggiungere, 
intendiamo ciò rifpettivamente alle quantità 

finite . 


I. Propofizione prima. Gli angoli al centro , o al- 
la periferia di un cerchio di raggio finito, fe fono in- 
finitefimi, fottendono archi infinitefimi. Imperciocché 
gli angoli al centro, o alla periferia fono fempre pro- 
porzionali agli archi, fopra cui infiflono ,• ma agli an- 
goli finiti corrifpondono fempre archi finiti; Adunque 
agli angoli infinitefimi corrifponderanno fempre archi 
infinitefimi. 

II. Propofizione feconda. In qualunque cerchio, 
che per chiarezza fupp'ongo di raggio finito , 1 ’ arco 
BMC, ( F/£. 3 . ) e la corda B C fono infinitefimi del- 
lo ftefio ordine. Si prenda 1’ arco BMC nella perife- 
ria del cerchio quante volte fi può , e àgli archi fi in- 
tendano condotte le corde rifpettive ; farà l’arco BMC 
alla fortuna di tutti gli archi , come la corda BC alla 
fomma di tutte le corde ;ma la fomma di rutti gli ar- 
chi , c la fomma di tutte le corde fono dello ftefio 


or- 
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ordine, cioè finite; dunque 1’ arco BMC , eia corda 
LC tono dello llclfo ordine d egli infinitelimi . 

III. Condotta dal centro A alla corda E C la nor- 
male A KM taglierà, la corda C C, e 1’ arco in due 
porzioni eguali ; dal che fogne, che 1’ arco CM, ed il 
icno fieno^ infinitelimi dello fteffo ordine. F.' facile an- 
cora vedere, che 1 ’ angolo KAC > ed il fono fieno in- 
finitefimi dello licito ordine , e perciò che nel trian- 
golo KAC , che anzi in qualunque triangolo, gli an- 
goli fono fempre dello Hello ordine, di cui fono i lati 
rifpettivam.ente a loro . 

IV. Propofizione terza . Nel triangolo rettangolo, 
ed acutangolo un folo angolo può effere infinitefimo; 
nel triangolo poi ottufangolo pollono cflerc due , e 
polfono elfere di divertì ordini . La prima parte è chia- 
ri lino a . La feconda Umilmente è chiara; due angoli 
infinitefimi di qualunque ordine infieme con un’ ango- 
lo ottufo polfono fare la fomma di due retti. 

V. Propofizione quarta. Nel triangolo rettango- 
lo B A C ( Fig. 4 ) fe fia 1* angolo C infinitefimo 
del primo ordine ^ farà il lato oppoflo B A infinite- 
fimo dell’ ordine fteflo rifpetto agli altri due lati; 
gli altri lati A C , £C, che comprendono P ango- 
lo infinitefimo , differifcono d’ una quantità rifpetto 
a loro infinitefima del fecondo ordine . E vicever- 
fa . Dimoftrazione . Sia nel triangolo B A C V ango- 
lo A retto , il lato oppofto farà B C , che prendali 
per raggio , B A farà il feno retto dell’ angolo C ; 
dunque il lato B A è infinitefimo del primo ordine 
rifpetto ad A C num. 3 . Per dimoftrare la feconda-, 
parte della propofizione col centro C, e coll’ inter- 
vallo AC taglio C M =C A , farà B M differen- 
za dei lati A C , B C ; e comecché il rettangolo B M 


ih 


B C -f-C A eguaglia il quadrato B A , farà A C-f-C B ; 
Tom. IL B B A 
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libro I. 

B A: : B A : B M ; ma AC + CB c infinita rifpetto a 
B A, dunque BA è infinita in riguardo a BM;c per- 
ciò B M b infinitefima del fecondo ordine rifpetto ad 
AC . L a terza parte c facile a dimoftrarfi . 

VI. Propofizione quinta. Nel triangolo acutaneo- 
lo fcaleno B A C ( Fig. 5. ) porto P angolo C infini- 
teiimo del primo ordine , farà il lato oppofto rifpetto 
agli altri lati infinitefimo del primo ordine, i lati poi 
BC, A C polfo no differire d’ una quantità rifpetto a 
loro infinitefima di qualunque ordine incominciando dal 
fecondo . E viceverfa. Dimoftrazione della prima par- 
te . Sia 1 ’ angolo A minore dell’ angolo B -, comec- 
ché P angolo A c finito per fuppolizione , condotta 
dall’ angolo maggiore B la normale B R nel lato C A, 
e prefa A B per raggio farà, il feno retto B R dello ftef- 
fo ordine di BA num. 3.; ma BR è infinitefima rif- 
petto a CB del primo ordine num. 5.; dunque ancor 
B A è infinitefima del primo ordine . Dimoftrazione 
della feconda parte . L’ angolo acuto A differifce dal 
retto per l’angolo A B K, il quale è minore dell* angolo 
infinitefimo C , imperciocché aggiunto di comune l’ ango- 
lo R B C deve cfferc C-\-RBC, cioè l’angolo retto, maggio- 
re dell’angolo C B A, che è acuto per fuppolizione /dun- 
que 1 ’ angolo R B A al più potrà elfere infinitefimo 
del primo ordine , come lo è C , e perciò R A al più 
farà infinitefima del primo rifpetto ad A B , o fia infini- 
tefima del fecondo num. 5.. Ma C B differifce daCf? 
per una quantità rifpetto a C B infinitefima del fecon- 
do; dunque CB non può differire daC^, che per u- 
na quantità rifpetto a loro infinitefima del fecondo , 
potendo per altro, come è chiaro, tale differenza ef- 
fer di ordine fuperiore. La terza parte fi dimoftra a- 

gcvolmente . 
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VII. Propofizione fetta. Nd triangolo ottufangolo 
B A C ( Fig. 6. ) fe il folo angolo C fia infinitclimo 
del primo ordine , farà il lato oppotto B A rifpetto a 
B C infinitefimo dello ftelfo ordine; gli altri lati i? C , 
A Cdifferifcono di una quantità infinitefima dello ftef- 
fo ordine di B A . E viceverfa fe un ango’o degli a- 
cuti, per efempio £, fia finito, ed il lato contenuto fra 
1 ’ angolo ottufo , e l’ acuto fia infinitefimo , farà 1 ’ an- 
golo oppotto C infinitefimo dello ftelfo ordine . Dimo- 
ttrazione della prima parte . Dall’ angolo ottufo A fi 
cali la normale A R nel lato B C ; faranno gli angoli 
B ì oBRA ì RAB finiti; dunque i lati A B , B R , 
R A faranno dello ftdfo ordine ; ma A R rifpetto a 
CA è dell’ ordine dell’ angolo C; dunque B A , BR 
rifpetto a C A faranno dell’ ordine dell’ angolo C. In- 
oltre BC fupera CR per la B R infinitefima rifpet- 
to a CA dell’ordine dell’angolo C; ma CR è fupera- 
ta da C A per una quantità infinitefima di un ordine, 
il cui efponente è doppio del numero , che efpone 1 * 
ordine dell’ angolo C num. 5 . ; elfendo dunque que- 
lla feconda differenza infinitefima in riguardo a B R t 
BC fupererà CA per la B D infinitefima dell’ ordine 
dell’ angolo C. La terza parte è facile a dimoftrarfi . 

Vili. Propofizione fettima . Nel triangolo ottuf- 
angolo A B C , ( Fig. 7 . ) in cui un angolo C è in- 
finitefimo del primo ordine , ed in cui per chiarezza 
fuppongo il Iato CA finito, fe fiavi inoltre 1 ’ ango- 
lo ottufo maggiore dell’ angolo retto di una quanti- 
tà infinitefima di qualunque ordine , farà la differenza 
dei lati , che comprendono 1 ’ angolo infinitefimo , in- 
finitefima del fecondo ordine . Se poi la differenza dell’ 
angolo ottufo dal retto fia di un’ ordine più baffo dell* 
ordine dell’ angolo C, per efempio fe tal differenza 
fia del primo ordine, e 1’ angolo C fia del fecondo ; 

B 2 al- . 
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allora la differenza dei lari CB, C A farà dell' ordi- 
ne , che rifulta foni mando 1’ ordine dell’ angolo C 
coll’ ordine della differenza dell’ angolo C B A ^dal ret- 
to ; che nel cafo farà del terzo ordine. Dimoftrazio- 
re della prima parte . Si conduca BS normale a B C; 
effondo 1 ’ angolo ABS infinitefimo nel triangolo ot- 
tulangolo ABS farà SA infinitefima in riguardo a 
B S num. 6. ; la qual BS è infinitefima rifpetto a CB 
num. 5 . ; ma C S fupera C B per una quantità infini- 
te (1 m a del fecondo ordine, adunque C A non può fu- 
perare C 13, che per una quantità infinitefima del fe- 
condo ordine. Dimoftrazione della feconda parte . A S 
in riguardo ad AB è infinitefima dell’ ordine primo; 
A B in riguardo a BC è infinitefima dell’ ordine fe- 
condo; dunque S A in riguardo a BC è dell’ ordine 
teizo ; ma CS fupera CB per una quantità infiniteli- 
ma dell’ ordine quarto; dunque CA fupererà C B per 
la S A infifftefima dell’ ordine terzo. 

IX- Propofizione ottava . Nel triangolo otti.fangolo 
ABC (Bìp.8.) fe i due angoli A , C fieno infinitefimi del- 
lo fteffo ordine , che per chiarezza fuppongo del pri- 
mo, tutti i lati fono dello ftelfo ordine, la differenza 
poi del lato A C oppofto all’ angolo ottulo B dai lati AB, 
B C,che contengono 1 angolo ottufo è infinitefima rifpetto 
ai lati del fecondo ordine. Viceverfa fe nel triangolo 
ottufangolo ABC tutti i lati fono dello fteffo or- 
dine, e 1* angolo B differifea da due retti per una quan- 
tità infinitefima del primo ordine , faranno gli angoli 
A, C infinitefimi del primo ordine . Dimoftrazione del- 
la prima parte. Dall’ angolo ottufo B nella bafe AC 
fi cali la normale B S, farà quefta in riguardo al lato 
BC infinitefima del primo ordine , come lo è in riguar- 
do a B A ; dunque B C , B A fono dello fteffo ordine; 
dal che fi vede facilmente che fia ancora il terzo A G 

dell’ 
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dell’ ordine fteffo . Dimoftrazione della feconda parte. 
BC differiice da CS per una quantità infinitefima del 
fecondo ordine, come AB differifee da SA-, dunque 
BA-\-BC differiice da AC per una quantità infini- 
tefima dell’ ordine fecondo. La terza parte facilmen- 
te fi dimoflra . 

X. Proporzione nona . Nel triangolo ottufangolo 
A B C ( Ftg. 8. ) fe due angoli A e C fieno infinite- 
fimi , cioè A del primo ordine , C del fecondo , farà 
il lato A E, oppofto all’ angolo C, infinitefimo del pri- 
mo; i lati B C , C A , che comprendono 1’ angolo in- 
finitefimo C differifeono per la lineola A B . Vicever- 
fa fe il lato B A fia infinitefimo del primo ordine , e 
P angolo B differifea dall’ angolo retto per una quan- 
tità infinitefima del primo ordine , farà 1’ angolo op- 
pofto C infinitefimo del fecondo ordine , e P angolo 
A del primo . Dimoftrazione della prima parte . Dall* 
angolo ottufo B nel lato AC fi cali la BS normale; 
farà B S riguardo a B C del fecondo ordine , e in ri- 
guardo a BA del primo; dunque '' B A in riguardo a 
B C farà del primo . Dimoftrazione della feconda par- 
te . Elfendo 1’ angolo A infinitefimo del primo ordine 
farà la differenza dei lati AB, AS infinitefima del 
fecondo oidine in riguardo ad AB, cioè del terzo or- 
dine, elfendo. AB rifpetto ad AC infinitefima del pri- 
mo; ed elfendo P angolo BCS infinitefimo del fecon- 
do ordine, farà la differenza 'dei iati BC,CS riguar- 
do a BC del quarto ordine ; onde la differenza tra 
A C , e C B , farà del primo ordine , cioè AB. La ter- 
za parte è facile a dimoftrarfi . 

XI. Propoiizione decima . Nel triangolo rettango- 
lo , ed acutangolo, in cui flavi un angolo rnfinitelìmo, 
gli altri angoli poffano prenderfi per eguali ; ciò però 
non avviene, nel triangolo ottufangolo. Quella Propo* 

fizio- 
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Azione è manifefliflìma per le cofe dette ; ciò non o- 
ftante è degna di pascolare rifledione ; imperciocché 
ci infegna,"che quantunque alcune figure nella fuppo- 
fizione di qualche loro elemento infinitefimo fi polla- 
no confondere con fltre figure in riguardo a qualche 
proprietà , ci infegna, dico , che tali figure non fi deb- 
bano precipitofamente confondere colle feconde in ri- 
guardo a tutte le loro proprietà . Così tutti i triango- 
li , che hanno un angolo infinitefimo , fi poflono con- 
fondere coi triangoli ifofceli in riguardo ai lati , ma 
non già rapporto agli angoli alla bafe , perchè nel tri- 
angolo ottufangolo quella confeguenza condurrebbe ad 
un patente paralogifmo , come li raccoglie dalla pro- 
pofizione ; adunque ogni qual volta fi vogliono con- 
fondere due figure in riguardo a qualche proprietà me- 
diante gli infinicefimi , bifogna dimoftrare rigorofamen- 
te , che ciò fia lecito . 


CAPO III. 

Del differenziare , e dello Integrare . 

I. T"\Ifferenziare una formola , altro non è, fe non 
I J fe trovare la variazione , che ella foffre , pollo 
che fiafi alterata la quantità di qualche fuo elemento. 
( La lettera d in appretto, quando fia prefilfa a qualche 
quantità , difegnerà la porzione per cui la quantità (1 
lappone accresciuta , o diminuita, la qual porzione fi 
fuol chiamare differenza : così dx denota la porzione, 
per cui la x fi iuppone accrefciuta, — dx indica la 
porzione, per cui x fi fuppone diminuita . ) Elempio 
del differenziare fia il feguente . Abbiali la formola 
xx, in cui a fia collante, cioè non foggetta a 

ran- 
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cangiamento alcuno , x al contrario fia variabile, cioè 
(ottopodi a cangiamento ; fingali adunque che la x di- 
venga x-\-dx , fi domanda che cofa diventerà la formo- 
la , e qual cangiamento (offrirà . Per ciò ottenere , al- 
tro non fi dee fare fe non che fcrivere nella formola 
x -f» d x in luogo di x , onde fia la formola propolta 

cangiata in a . x -{-d x - 4 - x~\~d x . x-+-dx , cioè in_» 

ax-\-adx-\-xx-\-ixàx-\-dx j dalla formola co- 
sì alterata fi fottragga la propofta , ed avremo a d x 

~\-ixdx-\~dx , che farà il cangiamento della for- 
inola , che fi fuol chiamare differenziale di detta for- 
mola , e fi fuole indicare nella feguente maniera-» 
D ( tf x + x x ) ; onde farà D ( a x-+- x x ) — a d x 
2 x d x -f- d x* . Quando le differenze d x fono finite, 
ha luogo 1 ’ efpofta equazione ; ma fe foffero del gene- 
re delle quantità infinitefime ; allora il prodotto dx z 
ovvero dx . dx fvanirebbe in riguardo ad ad x -|-2 xdx t 
fupponendofi x finita , e perciò fi può tralafciare per 
le cofe dette nel primo Capitolo; adunque in sì fat- 
ta fuppofizione farà D(ax+xxl=:«/fx + 2x</x. 
In quefto trattato noi difcorriamo foltanto delle diffe- 
renze infinitefime , comecché attiflìme al noftro inten- 
to , cioè a fcoprire con tutta efatezza , e ficurezza le 
proprietà delle quantità variabili . 

II. Integrare una formola differenziale, altro non 

è fe non fe trovare una formola , la quale differen- 
ziata reftituifea il differenziale dato . S è il fegno dell* 
integrazione o vogliam dire fommà ; così S(ad> r-f- 
2 xd x ) è a x -f- xx, perchè differenziata quefta fi ot- 
tiene a d x -f- 2 x d x ) che è appunto il differenziale 
dato. . *- - 

III. Due gran Problemi fi fono proporti gli Ana- 

lirti. 
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ftì . I. Data una formola qualunque ritrovare il Aio dif- 
fercnziale . II. Daca una formola differenziale qualun- 
que ritrovare il fuo integrale . Nella rifoluzione del 
primo fono effi giunti all’ università , che li dclide- 
rava , da cui fono ben lontani q ;anto alla rifoluzione 
del fecondo , come dalle cofe, che faremo per dire, fi 
farà manif.’flo . Per rifolvere il primo problema fi dee, 
come fi è detto, fcrivere nella formola 1’ elemento 
colla fua differenza , in vece dell’ elemento fello , e 
dalla formola così alterata fottr irre la proporti ; il re- 
AJuo farà il differenziale ricercato . Avvertali di tra- 
feurare quei termini , che fva’ffcono rapporto agli al- 
tri. Si voglia per efempio il differenziale di x" Appo- 
nendo x variabile; in vece di x li feriva x-|-//xnel- 

- m 

la formola data, onde fia x~\-dx . che Tappiamo ef- 


m. hi — r 

feTe eguale a x m -\- m x m ~ l d x , -|- — *' n ~ z d x 1 . .. 

-\-dx m :da quella formola fi fottragga la proporta, ed 

m — i 


/« 


avremo il fuo differenziale — m x m ~ l d x -f- 

z 

x mi dx 1 .. . -f -dx m ; ma comecché i termini feguenti 
di quello differenziale fvanifeono rifpettivamente al pri- 
mo ; dunque quello folo ritenuto , farà D x m =>« x m ~ l d x. 

Per differenziare farà D — — ^ = 

x x — — x 

x — f- d x 


k" — ( x -( -d x 


, ed alzato attualmente il binomio 


X”*. X -f- d x 

alla poteftà m , e tralafciati i termini , che fvanifeo- 

Do, fi troverà D ^—z =. — . Nella fteffa maniera 
* * fa- 


i 


i 


i 


I 


I 


i 


1 


i 
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facilmente fi troverà D xy — x dy-+-y d x , e D — — 

y d x — xdy J 

*- - fupponendo variabili 1’ x , ® 1’ j . 

IV. Qiiando le formole fono complicate , e fpc- 
cialmente le contengono radicali per evitare la lun- 
ghezza del calcolo li richiede dell’ indugia , che per 
lo più riducelì ad opportune foflituzioni . Eccone gli 
efempi : Per avere il differenziale di x" fi ponga,- 
x a — t , y m — r , farà x“ y m — ir; D x“j* — t d r-J-r d t; 
ma è d r~ m y m ~ l d y , e di — nx n ~ l d x pel numero 
precedente ; dunque foftituendo farà D x" y m —»i x n y m ~ t 
d y n y ,n x ”- 1 d così per ottenere il differenziale 
del prodotto delle tre variabili x y z ; lì faccia y z—t } 

j _ n _ _ A . ì . » * » 


onde fia x j z — x t 


ma 


è y dz -\-zd y — d t y z 


*/ 7 ” . Z " — I ^ ** ^ »» » J V 

D x t—x d tÀ-t d x \ dunque falituendo farà Dxyzzz 
D x t—xy d z.-|-x z. d y-f-r & d x. Si voglia il differen- 
ziale di y/ z a x — xx; fi ponga 2 a x . — x x zzz, fa- 
rà y/ z u x — x x = zi , e D J z a x — xx — D 
1 1 ~ 1 

= — • 2)2 à z per il numero precedente , cioè 


dJ=‘ I z ' 


1 Zi 


7 » ma è — 2 a d x — 2 x d x ì numero 


precedente; dunque loftituendo farà D Z* — 

* d x — xdx 

— Dyjzu. x — xx. In altra maniera; pon- 


y' 2 a x — xx 


gafi ^ zu x — x x — z , farà D y/ z * x — xx — dz , 

c lax — xx— z 2 , e differenziando farà 2 adx — 

, v- v , • , . adx — xdx 

2 x a x = 2 z d z , cioè dz zz: — 


Tom. II. 
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come fopra , Si debba differenziare 


y ' 1 a X -XX 

(JL -f 2_y farà D^y-h z=zpz^dz = 

p , — | — D » ma a ^iamo 

D D Z.=zl i y .r- y ! ix . i numc- 

y y xx 1 

x y 

ro precedente , e per confeguenza D h D e — — 

y * 

D + =(>** — *</jO (^r — dun - 

' /X 7 \f / X 7 \ ?"* 

que forti tuendo farà D 

x ( _L lA (j</x — xdy). Per differenziare 3 

\y ** ) 

X i 

, fi ponga , — z > farà i = al z -+- x? z , e 

«J-+- xJ rt-’-j-x 3 

o z=.a^ d z- 1~3 z x 1 d x-}-x3 z. , perchè la differenza del- 

. o 21 * X 1 // X 

'la coftante è zero; onde farà^z> = = 

a 3 -b x3 

3 X 1 d X rr 1 * ~ * T\ X 

— - ; effendo pertanto — xz,cD — 

(a)-+-x>y ai-t-x> a)-\-x* 

— x d z z d x •> fatte le fortituzioni di z , e d z la- 

~ X d X 7. x3 d X 

ra D — — . 

tf3-4-x3 tf3_|_x3 (rfJ-J-X 3 )* 

V. La rifoluzi >ne generale del lècondo Problema , 
cioè ritrovare la Comma del dato differenziale , man- 
ca, e perciò fiamo coftretti a contenerci nei cali par- 
ticolari . Conviene prima di ogni altra cofa fapcre * 

che. 
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che alcune formule differenziali non ammettono in- 
tegrale alcuno di tua propria natura ; e quantunque poi 
altre lo ammettano, ciò non ottante damo privi di 
metodi per condurle in gran parte alla integrazione 
ricercata; dunque noi daremo i metodi per dirtingue- 
re quelle da quelle , ed efporremo i ripieghi, che fi fo- 
no prefi in quello ultimo cafo . Frattanto conlìderiamo 
quelle formole, che facilmente fi integrano per le co- 
le che abbiamo detto . 

VI. Abbiamo veduto num. 6. che è D x m — m x m ~ t d x; 
dunque al rovelcio S m x”'~ l d x farà x m , da che fi in- 

ferifce facilmente che S x m d x fia , porto m nu- 

w-4-i 

mero pofitivo . Avvertali, che alla fomma fi dee ag- 
giungere Tempre il termine collante, che chiamo yf, il 
quale fi dee poi determinare nei cafi particolari ; per- 
chè il differenziale x m dx ì tanto può nafeere dalla., 
x m *‘ 1 

forinola , quanto da quella -f- A . Similmente ab- 

/«-hi 


biamo veduto che D — : 

x m 

m d x I 


feio farà S 


— m d x , , 

; dunque al rovc- 

. _ d x 

■Ay e perciò S — — 
x m 


— h A. Sappiamo pertanto integrare la.* 

m— i . x m ~ l 

forinola B x m d x fuppofto m qualunque numero pofi- 
tivo e negativo, avendo effa per integrale B f- A ; 

m—\— I 

il coefficiente B collante non altera 1’ integrazione , 
come è chiaro. 

VII. Hawì per altro un cafo della predetta for- 
inola , ù quale sfugge 1* integrazione , il che fuccede 

C 2 quan- 
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quando fia m ~ — i , cioè quando fia la formola . ; 

x 

B x~ 1 1 B 

allora diviene A — — A, quantità in- 

— 1 I — j — I 0 

finita ; di quello cafo fi tratterà nel Capo 6. 

Vili. Tutte quelle formole , che mediante qual- 
que foftituzione fi poflono ridurre alla formola x^A x 
riceveranno integrazione . Sia per efempio la formola 

'TU 

z f A z . z — a , in cui m fia numero fratto qualunque, 
p intiero e poltrivo; fi ponga z — a — x, onde fia 

z := x -f- a, x-(- a , A z — A x ; fatta la fofiituzio- 

ne avremo la formoli-differenziale x-j- a . x m A x , ed 
alzato attualmente x a alla poteflà p fi avranno al- 
trettante forinole differenziali , delle quali lì sà tro- 
vare la fomma, eccettuato il calo del nu. 7 . Nella 
fo'nirn a data per x fe li folìituifea la z, fi otterrà T in- 
tegrale della propolla formola data per z . Non vi fo- 
no regole generali per le foftituzioni , le quali lo tan- 
to dipendono dalla pratica r e dall’ indultria, come fi 
rileverà dai cali , che fono per occorrere nel decorfo 
di quello compendio.. 

IX. Quando fi prefentano formole , le quali non 
fi f.inno integrare , gli Analiili ricorrono all’ Integra- 
zi >ne p r ferie , ovvero alla quadratura delle Curve. 
N À efp >rremo brevemente ciafcuno di quelli metodi, 
e principieremo dall’ Integrazione per ferie . Avverto, 
che le integrazioni, che elìgono le ferie, o le qua- 
drature, li chiamano tra r cenAemi ; quelle poi, che ciò, 
non richieggono, fi chiamano algcbruiche . 


CA- 
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CAPO 


I V. 


Dell 1 Integrazione delle Forinole differenziali 
eoi mezzo delle ferie . 

I. T metodi da noi addotti nel Tomo primo di ri- 
1 durre in ferie qualunque frazione , e qualun- 
que poteflà imperfetta , offa di cfponente fratto , di- 
vidono qualunque forinola differenziale in ioimo- 
Ic differenziali razionali di numero infinite > 
quali fono tutte algebraicamente integrabili , tuor- 

Che il cafo , in cui vi fia — • Conviene per altro av- 

. X 

venire, che le ferie fieno convergenti, effendo total- 
mente inutili le divergenti, e le parallele. Prima di 
moflrare 1’ ufo delle ferie nell’ integrazione , nory 
rincrefca di vedere un altro metodo affai lpedito di ri- 
durre in feriale frazioni.. 

II. Sia da ridurfi in ferie la frazione — Si 

& — >tl X 

finga quella frazione eguale ad una ferie infinita con 
li coefficienti indeterminati, onde fia A 

O — f- in X 

ix+C^+Dx>+Exi + Fx5 ec , fi moltiplichi 

T Equazione per w-f-wx', ed avremo 

a— v A-\-B b x-t -C b x : +D b x) -h E b x* F b x’ ec. 

wx+B m xM-C m x3 4-D ni xM- E m x'cc. 
Si faccia verificare quella equazione col porre b A — **> 
e tutti gli altri termini eguali al zero; da tal luppo- 
5 a & —mi — nt B 

fizione nafeerà A = — , B = — > L = — r — » 

b , b v 


D SSS 
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n — w C — m D _ — rn E „ , 

D ^ — > E — — - — » I 7 — ec. Siccnè ci- 

afcun coefficiente è dato peri’ antecedente moltiplicato 

per — , o vogliam dire i coefficienti coftituifeono 

una ferie ricorrente del primo ordine . Abbiamo per 

tanto con facilità ridotta in ferie la frazione - 

b-\-m x 

la quale fi ritrova eguale ad — ’Ojl x 

b b b 

m C x* _ . 

— r — ec. Quella lene deefi adoperare fino a tanto 
* b t b 

che ha x-c — , quando poi fia_x _;> — , allora con- 
viene formare la feguente Equazione - — ^ » 

m x4-£ x ~ 

B C D E F 

+ 4- + ^ ec# da cui coJ metodo di 


X* X-* ' X*» 

fopra fi ricava 
bC 


X? 

a 


a 

m x 


b A 


bB 


m x-+-b in x m x 2 ni x* 

ec - > nella quale equazione A,B ,C ec. difegna- 

no il coefficiente del termine antecedente. 

III. La Frazione da ridurli in ferie fia — — m x 

^4- c x 4- n x* 

che. fingo eguale alla ferie ^ + Bx4-Cx 1 +OxJ-f 
Ex 4 -)-Fxìcc. Fatta la moltiplicazione pel denomi- 
natore della frazione , avremo 

* 4 - m *=* A-\-bBx-)-bCx 2 -+-bDxi-\-bEx 4 ec. 

4- c A x 4- c B x 1 4- c C xi 4- c D x* ec. 
4 - v A x 2 4- // B x ? 4- « C x 4 ec. 

Si 
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Si faccia verificare quefta equazione col porre b Azza 
CbB^-cA)xz=>nx, e tutti gli altri termini eguali 

a _ m — c A r 

al zero . Avremo A— , B zz. ~ — ■ > c — 

b *> 


. — n A — c B 


D = 


• n B — cC 


,£ = 


— n C — c D 


ec. 


b b b 

i quali coefficienti coftituifcono una ferie ricoirente 
del fecondo ordine 5 in cui ciafcun termine e dato per 
due antecedenti) dei quali il più vicino al termine da 

ritrovarli fi dee moltiplicare per — > e< ^ ^ P 1 ^ rc " 

n 

moto per .. 

IV. Nella fletta guifa operare fi dee , fe la frazio- 

ne (offe ! *’ ponente 

a -\-o x c x 1 d x 

maflimo della x nel numeratore deve edere minore alme- 
no per l’unita dell’efponente mailimo della fletta x nel de- 
nominatore } acciocché fi polfa lubito ottenere la ferie 
ricorrente ; la qual condizione fi può. far fempre verifica- 
re dividendo attualmente il numeratore pel denomi- 
natore. Ciafcun vede, che il pielente metodo di ri- 
durre in ferie le frazioni richiede la moltiplicazione 
della ferie A -4- Bx -f- Cx 1 -!-!} x 3 4- E x 4 -f- F x 5 ec. 
per un altra ferie a -+r b x+c x 1 -+-d x*-{- ex* -bfxi cc. 
la quale efeguita fecondo la maniera conlueta) rilulta 
il prodotto 

O.A-]-dBx-\-aC x*-+-rf Dx3 + « + ec. 

~\-b A x-h b B x 1 -\-b C x 3 -f- b D x 4 b E x s ec. 
+ X 2 ^ c BxJ + fCxH^xi ec. 

-t~dAx*-ì-dBx 4 -h d C x^ ec. 

4 -cixH^x! ec. 

4 - f Ax"> ec. 

T1a!_ 
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Dalla fola infpezione di quello prodotto fi dedu- 
ce come fi pollano ottenere i coefficienti degli altri 
termini luperiori lenza 1’ attuale moltiplicazione , il 
che agevola di molto la riduzione -delle frazioni in_. 
ferie . 

V. Veniamo ora all’ ufo delle ferie nella integra- 
zione . Sia propolla da fommarli la formola differen- 


ziale 


ai 


lL_ÌL, la quale non riceve integrazione alge- 
xi 


braica . La frazione 


di 


ai — xi 
ta coi metodi dati , onde fia 


X 9 , r . ai d X 


fi butti in una ferie infini- 


ni 


ai — xi 


xi x ( 
= * H T+- 7 


ai 


ec. dunque farà 


a } — xi 


zr d x -f- 


xi d . 


X 6 d X 


x 9 d x 1 • . /• . ^ a 3 ^ * 

j „ ec.) e J integrando farà S 

^ a» 0 ai — xi 

x« 


ai a 6 

—A H-X+ 


x' 


,to 


cc. Quella ferie è convergente fi- 

44 * 7 a* io a 9 

no a tanto che a > x , quando p~i a < x allora è di- 
vergente, c perciò inutile: in quello cafo la frazione 

fi feriva cosi - — , e fi converta in ferie , ed a- 

xi — ai 

ai a 6 a 9 a 1 * « • ,• 

=— +-:4 -cc., e moltipli- 


vremo 


ai 


xi — ai xi x 6 x y x 
, y — aidx — ai d x a 6 d x 

cando per — d x fara 


xi — ai 


xi 


a 9 d 1 


a 11 d x ec ^ e fommando farà S — ^ * — A 


x> 


■ ai 


ai 


a 9 




+ tj; + sT* + ,7pr ec - > la ^ ual feiic è tan - 


a x- 


5 


to 
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to più convergente quanto più x è maggior di a . 

V/. Apportiamo un altro efempio, che riguarda 
le poterti fratte. Sia da integrarli la forinola differen- 
ziale xdx. d+x , e fia p qualunque numero intie- 
ro, o fratto, pofitivo, o negativo , e fupponiamo che 
x fia fcmpre maggior di a : Si faccia la poterti p di 

.-~r p — i 

a -f- x , onde fia a 4-x = * r -\- P af ~ l * + 1 • — a f ~ x x x 

ec. e moltiplicando per x d x farà x d x . a -i~x — 

a f x d x -f- p a*- 1 x x d x — p . - a e ~ x x> d x ec. ed in- 

2 


tegrando farà Sx d x . * t * = A -f- 


a f . 


p a f ~'x* 


.3 


4- f^p — ec 5 e ii numero p fia intiero e poli* 


tivo, la ferie conterrà un numero finito di termini , 
come altrove abbiamo veduto . Se poi p fia numero 
fratto , la ferie và all’ infinito ; non per quello fi dee 
da ciò conchiudere , che la forinola differenziale pro- 
porta non porta ricevere algebraica integrazione , quan- 
do p fia un numero fratto, imperciocché la lidia for- 
inola è Hata da noi integrata mediante una follituzio- 
re nel Capo precedente al numero 8 , la qual cofa è 
degna di uflellione. ' 

VII. Havvi un altro metodo di ridurre le formo- 
le differenziali in ferie , o a più fempiice efpreilione 
proprio del calcolo integrale , e di cui fanno ufo gran- 
de i migliori Analifti : Eccone 1’ efempio : Sia da fei- 

i * * — . - - •> 

orre in ferie la formoli — . Si confideri come 

ai 4- od 

Tom. II. D ’ co- 
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eoftante *3-{-x3e fi integri, farà la fomma- 

a } -f- x* 

fi differenzi quefla falfa fomma acciocché fia 
1 3 x* d x 


a* -f- x* 

- , la quale formola differenziale c diver- 


(. JÌ ~^~ **)* ~ . j x } d x 

fa dalla propofla per il termine ■ — —2 — . Or la 

. (a*- f-x ^) 1 

propofla formola differenziale così fi difponga fenza 

d x 7 xJ d x 

alterare la fua quantità — -J — 

7xìdx ai-t-xì (a> + x J)* 

— , ed avremo i due primi termini di que- 

^ xì) 1 ’ r ^ 

fta ferie algebraicaraente integrabili , cffendo la loro 


fomma 


Il terzo termine della ferie fi trat- 


ti come fi è trattata la formola differenziale propofta, 

2 X? 

cioè fi integri , fupponendo collante - — ; — , onde 

5 *4 (aì -f-xJ) 1 . 

fi abbia la fomma — : — rr; ; quefla falfa fomma fi dif- 

C • /• , jx’rfx 2 . 2 1 x* d x 

ferenzi, e nafcerà — —.Per tanto 

’ («J-4-X3)* (;,J_4_ X 3)3 

il terzo termine della fopraddetta ferie così difpofto 
... . . , 2 x3 d x 

fenza pregiudizio della fua quantità, cioè — — - — — ■ 

1 , 7 1 X 6 d X 2 . 3 * X 6 d X , . , •• •”^ -X '• 

. - — 2 1 2 avrà ì due primi termi- 

( «3 x-3^3 ( rf3 -4- x3 )* . 

ni algebraicamcDte integrabili efiendo la loro fomma 

— ^ ,• il terzo termine — 1 fi può tratta- 

(tfi_|_x3)* («3_^_ x 3p 

re come la formola propofta , e così replicando le ftef- 
fe operazioni, come ognun vede , u potrà convertire la 

for- 
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mola propofta in una ferie tale , che i termini Tuoi pre* 
lì a due a due fieno algebraicamente integrabili ; quindi 
fe farà efsa convergente , fi potrà con elfa ottenere 1* 
integrale proilìmo della formula differenziale propolìa . 
Quello metodo refo familiare reca gran foliievo agli 
Analilti in moltiiìiau incontri . 


CAPO V. 

\ . « 

Dell' ufi dell a Quadratura delle Curve per ctnflruirc . 
le Forinole differenziali . 

I. Qla una Curva qualunque AC ( Fig. 9, e io ) 
^ riferita alla linea delie afciflfe AB> che fi lup- 
ponga di vita in parti eguali A a , * 2 «,'2434,3 a B; 
alla Curva li inferivano i rettangoli 4 », 242 », 343» 
c fi circonfcrivano i rettangoli 4 m, 2 42 m , 3 43 m,, 
JS4W , farà la differenza dei rettangoli inlcricci dai cir- 
confcritti eguale ai rettangoli am, nini, 2 «, 

3«4>«, la quale differenza, come ciafcun vede , è e-r 
guale al rettangolo Bqm ; fe dunque le porzioni A 4, 
aia ec. faranno minori di qualunque data, cioè infi- 
nitamente picciole , faranno altresì i rettangoli infcrit- 
ti , e circonfcritti alla Curva ABC infiniti di nume- 
ro , ed infinitamente piccioli ; e la differenza degli in- 
fermi dai circonfcritti , comecché eguale al rettangola 
#4 »t infinitamente picciolo, pure farà infinitamen- 
te picciola , e con più ragione farà infinitamente^# 
picciola la differenza dei rettangoli infcritti , o cir- 
confcritti dalla area della Curva ABC , la quale a- 
xea è d’ una grandezza media tra i rettangoli infermi 
e circonfcritti; dunque per le cofe dette nel Capo i. 
la fomma dei rettangoli infcritti , o circonfcritti, quan. 

Da 0® 
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do fieno infinitamente piccioli , fari eguale perfetta- 
mente all* area della Curva ABC. 

II. Quello difeorfo foffre difficoltà, quando le Cur- 
ve fieno afintotiche ; imperciocché la differenza tra la 
fomma dei rettangoli infiniti , ed infinitamante piccio- 
li infcritti alla Curva ABC , ( Fig. n.) e l’area del- 
la Curva lidia, non è foltanto 1’ ultimo rettangolet- 
to e Burri) ma quello più lo fpazio infinitamente lun- 
go m n R , di cui non fi sà fe divenga minore di qua- 
lunque dato; e dall’ altra parte il primo rettangolo cir- 
cOnfcritto non fi può mai avere , perchè la Curva non 
tocca mai 1* alintoto . Adunque trattandoli di quadra- 
re le Curve afintotiche , fi richiede indullria ed avver- 
tenza , come in qualche cafo a fio luogo faremo ve- 
dere . 

III. Dopo aver dimollrato , che le aree delle cur- 
ve fono eguali alla fomma dei rettangoli infiniti , ed 
infinitamente piccoli infcritti alle 11 effe , palio ad e(- 
porre 1* ufo, che fi fà delle aree delle Curve per in- 
tegrare le formole differenziali . Sia la forinola diffe- 
renziale Xdx, in cui X è data foltanto per x e co- 
llanti ; la funzione X fi riduca fempre a lineare col 
moltiplicarla o dividerla per qualche collante arbitra- 
ria , o l'uà potellà , così fe folle X ai terza dimenfio- 
ne fi divida per a 1 ; ciò efeguito fi deferiva una Cur- 
va, le di cui afciife fieno le x, l’ordinate le y — X 
preparata come lì è detto; quella Curva fia . FÉ ( F/j. 
1 2 - ) riferita alla linea delle afciife AC^e fia A C—X) 
CE — y— X, Cf fia //x.farà il rettangoletto inlini- 
teiimo C c mE~X dx , e la fomma di tutti i rettun- 
goletti infinitélimi infcritti a quella Curva farà S X d x; 
ma la fomma -di tutti i rettangoletti infinitefimi in- 
ferite! alla Curva è eguale LI’ area della Curva A C E 
dunque HXUx è eguale all’ arca A C E F ; lo fpazio 

. C A C 
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ACTF femore fi può ottenere almeno meccanicamente; 
dunque col P mezzo dell’ aree delle Curve femprc avre- 
mo la fomma ovvero l’ integrazione della formoli diffe- 
renziale XAx fuppofta X qualunque funzione di *. 
IV. Sia la formola differenziale da integrar» 

A xJ i a x—xx; efTendo la quantità che moltipli- 
ca la A xdi dimenfione lineare , non fi dov rà tare alcuna 

moltiplicazione , odivifione. Pongafi y = y/z a x _ * x x » 
e deferivafi la Curva di quefla equazione , la quale ia- 
rà un circolo del raggio C A =z a, ( big. 1 3 ) e dell 

afeifle A B—x , e delle B D—y ; dunque S A x^/i a x—x x 
farà eguale al fegmento circola re A H D . Se la formo- 
la differenziale folle (lata d x y/ z a x -f x x ; dclcrit- 
ta 1 ’ Iperbola equilatera A D , ( Fig. 14 ) il temutilo 

di cui fu CA=a, farà S A x J z « x ■+- x x =. alla 
fpazio Iperbolico B A D » 

V. Sia ^ ^ X la quale fi moltiplica per a accioc- 

y/a-^-x 

chè fia - quantità lineare , quella fi ponga rrjrj 

y/ U X • • 

e nafceia una Curva di terzo grado , la quale fu A D H i 
( Fig. 15 ) in cui condotta qualunque ordinata BD 

> a d^x \/ x ■ ■ - •' ': .A x y/ x A B J> . 

fara 5 — - — = A B D , e 5 

>• J* — x » 

• ■/. •„ ; , • - 

Se fi proponga la formola 

« • 


J u — x 

j rt .( -, •. ■ — - 

* , quella fi molti- 

-1- x a i i. - • : 

plichi per a> y acciocché — - } che pohgo —y \ 

/<i vi " m r* 


u * -h X- 1 „ _ r 

divenga quantità lineare'; fi deferiva la Curve H C i 
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in cui fu A B=zx v 


dell’ equazione y rr 

a 1 -(- x z 

BC=y i farà S ^ eguale allo fpazio H ABC ; 


-f- X* 

\ • 

C Fig. 1 6 ) dunque S 


d x 


H AKC 


u 1 — x* a * 

VI. Non è per altro neceffirio al noftro intento 
il toftruire la Curva colle afcifle = x ; anzi fpeflo rie- 
fce utile ed elegante fcegliere un fattore differenziale 
della formo'a data, che fi a. algebraicamente integrabi- 
le, e porre il fuo integrale =z, e confiderarlo co- 
me afe lira della Curva da deferiverfi, e 1’ altro fat- 
tore pollo —y t confiderarlo come ordinata. Così nel- 
• % • - ■ 

U forinola di fopra efpofta ridotta colla molti* 

x/ a — x 

plicazione per alla forinola — ■*! * } fi ponga 

d xy/ a . 

— f — dz, integrando, farà ( num. 8. Cap. 3 .) 

2y 4 — X 


A-^y/ua— ax=z-, aggiungo la collante A, che 

- - * * 

è arbitraria; dunque * — — X /~7~»~Z7Z eA A—z _ 

- a 

* — x '> inoltre fi faccia x =zy , farà x — — ; 

a 

dunque avremo l’equazione della Curva, in cui le a- 
fcilfe fono le * ) e le ordinate fono le y , cioè 

^ ad y y 

— - — = — A A— 2 A z-f-z z z=.a a — yy t 

e po- 
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e porta A=z a , farà i az — zzr=zyy . Per la qual «o- 
fa col raggio C A— a (Fig.i^) defcritto il circolo fi feghi 

AB=z,=:a — y/ ax — à~x> e fi conduca BD—y 


= farà 1* 


, _tdxJx 
A BD =jr d z = S — ^—=r , 


perciò S • 


d X 


arca 

t AB D 


y'a — x a 

zione della forraola -■ * * 


l^cl X 

Dipendendo V integra- 


dalla quadratura del cir- 


^/rf — x 

Colo, ancor da quella dipenderà la quadratura della Curva 
A DH ( Fig. 15. ) con cui num. 5. fi è coftrutta la 
predetta formola . 

VII. Alle volte in vece di coftruire una formola 
differenziale mediante la quadratura di qualche Cur- 
va , giova alla femplicità, ed alla eleganza coftruirne 
un’ altra , la quale infieme colla propella riceva inte- 
grazione algebraica . Sia propofta la formola y d x ; fi 
integri quella formola fupponendo y coftante , ed avraf- 
fi xy. Si prenda la differenza di xy , e farà D xy 
z=.x d y-{-y d x; dunque integranuo avremo xy =S xdy 
-\-Sydx) ed xy — Sxdy^zSydx. Pertanto fe fi 
ritroverà mediante la quadratura dì qualche Curva Sxdy 
€ fe quella fi fottrarrà ‘da xy , fi otterrà 1’ integrale 
della formola Dropofta y d x . Prendafi per efempio la 

formpla — fi , la quale così difpongafi x*. — — — —> 


quella 

X» 


X 1 -f- 

integrata 


XX-\-UfL 

otterremo 


y'xx-l-^ 


fingendo x* coftante , 
num, 8. Cap. 5. \ perchè polla x x= fa- 


rli 
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xdx 


for- 


Jz , xdx dz 

rà xdx = — > co 

2 ( x x-f- a a~ 

mola foggetta al metodo del predetto numero; inol- 

x* — x 4 dx 5 x* d x 

. — 1 2 — -, 


tre abbiamo D 

^XX + 4-l 
X* X* d X 


t/xx-f-a 4 . 

XX-f -4 4 i. 


perciò 


y/ x x-+- a * 


-3* 


_1 èv : ^—x*d x 


y^X X-+-^ 


Integriamo ora colle quadrature 


X* d X 


x x-\- a a 


— r 

J 

-* ) 


xdx 


y^.Y X — »l A 


— . Si ponga 


d z j integrando farà z> — /xx +^4 , ed 


y/x x-i-a a 

x—yjzz — a a; fi faccia jf = x , e fi deferiva Ia_» 
Curva colle coordinate y, z- , la di cui equazione 

%Z) aar=yy efprime i’ iperbola equilatera ; dun- 

- que col femiafle C A =z a defc ricta 1’ Ipe rbola A £>, 

( Fig. 14 ) fi tagli C B = z = y/ xx -\-u a i c condot* 

ta P ordinata B D, fi avrà - * — =zABD. Pet 

•yJxx-\-AA 

la qual cofa fe quello fpazio prei'o tre volte fi fottrag- 
ga dalla quantità algebrica confeguirà 

y t X X ~\-a A 

__ x^ d x 

1* integrale ricercato della data forinola — « 

*• ( X X-f-tf 

Vili. Il metodo di coftruire le formole differen- 
ziali colle quadrature , non ci abbandona , quantunque 
dette formole contengano uno , o più fegni fonimato- 

rii * 
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rii. Sia da integrarli la forinola dzSydx, in cui ^ 
ita data per x, ^z-perx, e d x in maniera però, che 
ammetta integrazione algebraica . Sarà D z S y d x=r 
d z S 7 x -f-z-jr ^ x; dunque zSydx — Szydx — 

S d zSydx ; ma Tappiamo integrare almeno colle 

quadrature Sydx, e Szydx ; dunque d zSydx ti 
integra colla quadratura di Curve algebriche ^cioè di 
Curve in cui y è una funzione finita della x . Per al- 
tro la formola differenziale, che contiene fegni fom- 
matorii generalmente parlando efige la quadratura di 
Curve non algebriche , che fi chiamano trafeendenti, 
o meccaniche, cioè in cui la y non è funzione finita 
della x. L’ efempio metterà ciò in chiaro. Sia da co- 

ftruire la formola — — - S-l — — . Si coflruifca in pri- 

u 1 a r 

mo luogo la Curva algebraica AD (Fig. 17 ) ledi 
cui coordinate ABzzx, EDzzy-, farà Ta l'uà arca 

AB D=zSydx. Si ponga BE-iU—~S y — , 

e nafeerà la Curva meccanica A E, e fatta B E — tu , 

la formola differenziale propella diverrà ili- fia 
m ' a u 

B F = z — ,e nafeerà l’altra Curva meccanica A F. 

(t » 

!a di cui area ABF farà — SÌLOÌ . — * , quella divifa 


per « fi faccia eguale zB C , farà B G — 5 


z d x „ydx 


Z m d X 
a a . 


n a 


. Se vi fieno nella formola differen- 


ziale da coftruirfi più fegni fommator’fi } tener fi dee 
lo flelfo metodo . ■ 


Tom. 11. 


IX. 
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IX. Avanti di lafciare quello capo (limiamo non 
effcre fuor di propofito dire qualche cofa intorno 
la quadratura delle curve, che fono riferite a fuoco! 
delle quali abbiamo dato qualche idea nel T. 1 . , Gap- 
XIII , Lib. III. Partano adunque le ordinate G is — y 

( Fi*. 18 ) dal punto C, che comunemente fi chiama 
fuoco - faccia C b con CB un angolo infinitefimo^cen- 
ho C intervallo C B fi deferiva l’arco minimo £m_x,e 
fia data l’equazione tra C B=y , b m —dy , B m—dx.^ 9 - 

differenza dell’ area AQB farà il fettore CB m 

• . ' 

dunque P ideila area farà eguale a ~Sy dx. In que- 
n r . - ,, prr . a; j x fi dee foftituire il di lui 

valo^Zo 0 per j , e ij 

^^^“^“rvlio’fe^di d* duro per 
jno detto Aov t . e(r?ndo d x un arco minimo 

•frn > rol P rag2Ìo variabile non è differenza di al- 

defcritto co! raggio^ ^ ^ avcrc n dl lui inte- 

CU na Ln f*-’ n on P oftante fe fi voglia rimevere dalla for- 
mola ’la C 7 , farà necertàrio ridurre P iftelTa formola ad 

• zrJtez A «ss : 

farà y.a::Jx:d * ; dunque ^-V ,C T Sj * * 
1 5 ìJ ± . In quella formola fi può foftituire in 

in feguito 
arco ai un 

X, 


vcceVi 7 il* dì lui valore dato per s, ed t 
far l’ integrazione } la quale farà eiprelfù per I 2 
circolo dato t 
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X. Sia la curva A dell’ equazione — = d x . 

\ i y/u 

dunque farà 2 -1 = JL y d x 3 ed integrando farà 

2y/ a z 

» I * 

H : — — = — S y A x . Supporto che I* area debba 

. $ \/ * 2 

fvanire , e diventare nulla, quando fi a y~CA~a, 
farà A-\ — — rzo, dunque A— — , e perciò 1* area 


/ T 

della noftra curva farà eguale ad — y jfl , 

y y/ a 5 

qual farà pofitiva , fe fia j > <r , negativa fe y < a , e 
porto y=o, farà l’ area = Se poi vogliali ri- 

movere la y , deferirlo come l'opra il circolo delra^-’ 
gio = a , li ponga nell’ equazione della curva in ve- 
ce di d x il di lui’ valore — ~ ; farà . .±z ^ z 

# \^~y \/ — * 

ed integrando in maniera però, che fatta y — a , fia 

* = *> avremo a /jT~ i y/a = JL =) e p Cr ciò 

y/a 

— 4 

, t “4“ 2 <t . Z> 2 A 

2 VJ= , ed y 1 — 




i 6 li iì 


y dunque . 


s y*d z i 
I ù — — = — S d z- 

«• 3 2 


2 a 


z -f- 2 a 


A } 5' . 3 2 «3 5 

In quella maniera fi fa nulla la fommatoria porta z— e 

E * • ^ «iti • C , . \ • 

* XI. 
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XI. Per paflare all’ ufo di quelle quadrature nel 
cortruire le forinole differenziali , fia da coftruirfi la 
formola T d y , in cui Y fi fupponga data per y . Si di- 

vida l'^jper— , e fi ponga eguale a d x , il qual<G* 
dx fia ua arco minimo di circolo deferitto col rag- 
gio j. Avremo dunque 1* equazione 1-LjLl — d x di 

una curva riferita al foco , la quale fia A B , ed in.. 

* *y dx ' 

cui fia C B=zy , B m =:dx, farà pertanto Ydy— > 

2r 


e perciò fommatoria S Y 'dj = ~ S j d x; ma — Sy dx 


eguaglia l’ area della curva A CB\ dunque SYdyc- 
guaglia la fteffa area ACB, dunque la propolla for- 
nicala è fiata coftruita per la quadratura di una curva 


riferita al fuoco . 


CAPO VI. 

\el quale fi dà la formola della quadratura del circolo , • 
e dell' Iperbola Apolloniana , e un' idea della 
curva logaritmica , e delle quantità 
logaritmiche 


X. /^vUando le forinole differenziali voglion cortruir- 
fi mediante la quadratura di curve , il buon 
ordine efige, che ciò fi faccia con curve il più 
che fia poflibile femplici ». Tali fono le fezioni coni- 
rhc tra le quali però la parabola ammette, come fi 
vide, quadratura algebrica. L’ elliffe , e 1’ iperbola 
vedremo , che non 1* arametton tale ; e perciò chi ad 
• ' effe 
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effe nella cognizione delle formole differenziali an te 
poneffe curve più alte , inoltrerebbe di non curar gran- 
fatto- la femplicità . 

II. Sebbene la quadratura dell’ ellifle dipende da 
quella deL circolo; lia ADB ( Fig. 19 ) un’ ellifle , 
AB il fuo alTe maggiore , C il centro, CD il femiaf- 
fe-minore. Sopra A li fia. il femicircolo -A O B , che^» 
verrà, divifo in due quadranti da C D prolungata in O. 
Prefa un’ afcilTa qualunque A P , fia P M la corrifpon- 
dente ordinata nell* elliflfe , e P N la corrifpondente^ 
ordinata nel. circolo. Prefa Pp infinitefima , e condot- 
ta 1 ’ ordinata, pm nell' ellifle, e prolungatala in n sì 
che fia p n ordinata del circolo, indi condotte le M R, 
H r parallele all* alfe, i rettangoli PMRp, P N r p, 
che non differifcono fe non d’ una quantità infinitefi- 
ma dagli elementi P M m p, P N n p degli fpazii A M P, 
A H P , potranno efli prenderli per gli elementi degli 
fpazii ftefli . Dunque fatta A C z=. C B = C O a , 
C D —b y A P — x , onde fp = rfx, P B — 1 a — x , 

! ]) . 

farà per la proprietà dell’ ellifle PM — — Jmx — xx> 

c quindi P elemento della fpazio ellittico AM P, cioè 


PMRp — ti.- 

a 


y/ 1 u x — x x : per la proprietà poi 


del circolo farà P N = ^x a x—x x , e però l’elemento 

dello fpazio circolare AHP , cioè PN r pi —A x^x 4 x — x.v. 
Sarà pertanto lo, fpazio ellittico AMP al circolare 

AH P :: JL. S A xJ x a x — x x : S d xy/ x a x — xx , 

A 

v cioè : : b : a , che è una ragion data , e però noto che 
folfe lo fpazio circolare AH P , farebbe inlìeme noto 
1 ’ ellittico AMP, Dunque la quadratura dell* ellifle 

dipen- 
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dipende da quella del circolo . Noi dunque folo di que» 
Ila parleremo. * 

III. Ognun vede, che la forinola d x ^ a a x — xx , 
dalla cui integrazione dipende la quadratura del cir- 
colo , non è comprefa fotto il canone generala 
x“ d x delle forinole integrabili algebraicamente . Ta- 
li pure li troverebbero tutte P altre efpreffioni dell’e- 
lemento dello fpazio circolare , che potrebbon cavar- 
fi prendendo le afciffe x non dal vertice A , maaca- 
giort d’ efempio dal centro C,o da altro punto . Cia- 
scuno potrà facilmente procacciai da fe molte di 
quelle forinole , e farà bene ad imprimercele nella men- 
te , affinchè incontrandoli nel calcolare in forinole li- 
mili polla Cubito accorgerli , che vano farebbe il ricer- 
carne P integrale algebraico,e che la loio integrazio- 
ne dipende dalla quadratura del circolo . In quello 
compendio lafcieremo di portar tali formole rimetten- 
do alla diligenza dei giovani lludioli il ritrovarcele 
piuttollo paneremo a cavare una formola , la cui in- 
tegrazione dipende pure dalla quadratura del circolo, 
ed effondo affatto razionale , è forfè la più importan- 
te dell’ altre da averli fempre prefente all’ animo, 
perchè ad cffa tutte P altre finalmente fi riducono . 

IV. Avvertali dunque , che nel circolo ha luogo 
quella proprietà , che in effo la quadratura dello fpa- 
zio A N V dipende dalla rettificazione del corrifponden- 
te arco A N. Imperocché condotto il raggio NC ri- 
sulta il lettore N Cv4 t chedifferifce dallo fpazio AH P 
pel triangolo PNC, che elfendo rettilineo, è efpri- 
mibile algebraicamente . Però la quadratura dello fpa- 
zio A p dipende dalla quadratura del fettore N C A> 
e viceverla . Ora condotto ri raggio infinitamente prol- 
lirao n C, è chiaro che il triangolo infinitelimo N Cn è 
V elemento del fettore N L A , e il triangolo NCn 

fi può 
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H può riguardare come rettilineo, elfendo I’ arco H n 
ìnfinitefimo , e però infinitamente poco diverfo da una 
retta perpendicolare al raggio C n ; per la qual cofa 

farà efprefio 1’ elemento del fettore N C A per 

C n 2 

'Nn, e il fettore fteflo per , Nn, che per cf- 

r n 

fere C n collante è lo fteflo che S N n . Ma_* 

x 

SNn = all’ areo AH y non eflendo N n altro appun- 
to che 1’ elemento di quell’ arco. Dunque la quadra- 
tura del fettore KC A, e confeguenteraente quella 
ancora dello fpazio A N P dipende dalla rattificazio- 
ne dell’ arco corrifpondente. AH. Tutte pertanto le 
formole differenziali , la coftruzion delle quali dipen- 
de dalla quadratura del circolo , fi può anche dire , 
che hanno la loro integrazione dipendente dalla ret- 
tificazione del medefimo circolo, e ad eflà deono po- 
terli ridurre . 

V. Ciò premeflbjfia A T perpendicolare ad ^ C, 
e prodotti i r ggi CN, Cn finché incontrino A T in 
2*, e t , fia T ^perpendicolare a Ct, e perciò pa- 
rallela ad N n . Chiamata AC — a y AT—z } onde 

2* t = d TC fi avrà TC : CA : : 2*t: 

* * 

2* Q~y cioè y/ a a -f- z z : a :: dz :T Qj=z — . 

y/ u u & 

Ma CT:CK::TQ j Nn > cioè ^ aa^zz»^a 

— — ^ Z : N n Dunque Nn= . a . ~ — z , che è: i’ 

■y/ a a % % & u-\-z z 

elemento dell’ arco circolare A H , che ha per raggio , 
AC=zi(t> e per tangente AT=zz. A quefta forma.'' 


dun 
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dunque * a ; che è tutta razionale, dee per IcJ 

cofc dette di fopra poterfi ridurre ognuna delle for* 
mole , che efprimono differenziali d’ archi , o di fpa- 
zii circolari. 


VI. Deefi riflettere , che la formola 


bdz 


• fem- 


u t-4"Z'Z» 

pie fi può mutare in altra, in cui apparifea efpreffa- 
mente la forma dell* elemento dell’ arco circolare . 
A quello effetto bada folo moltiplicare la formola , e 
dividerla nello fteffo tempo per la collante , che nel 
denominatore è fommata col quadrato della variabile, 

così — x * c — -■ ; c apparifee fubito. che l’ integra- 
le a c-\-z z ' 

le è — S - C ^ Z - 1 cioè la collante — moltiplica- 
a e a c-\-z z a c 

ta per 1* arco di circolo, “che ha per raggio y ' ac-t 
per tangente z . Avvertafi ancora , che la formola 

fteffa - affetta del fogno — fi fuol riguardare 

a a - ì-zz 

come il differenziale dell’ arco O N , che è il com- 
plemento di A N , il qual arco O N calando appunto 
pel medefimo elemento Nn, per cui crefce 1’ altro 
A N , dee avere lo fteffo differenziale > che ha 1’ al- 
tro , ma affetto di fegno contrario . Sarà dunque»/ 

S a a ^ =; arco circolare di raggio a , e cotangen- 
ti a~\-zz 
U z . 

VII. Svolgendo in ferie , come fi è infegnato al 
_ i aadz ' . a a ci z 

Cap. 4 » 1* forcola , fi troverà =: 

* * -\~z z n a-\-z z 
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ti z — 


% x dz z*dz z 6 d & z % dz 


.-1 __ 


grando fi 


avrà S 


a* a 6 

a a d z 


z-J 


ec. j onde intc- 

Z* Z 7 


a rt-j-ZZr 


3 4 1 5 a *> 7 a 6 


J— ec. , che è = 0 porta z = o ; onde 1’ arco cfpref- 
p a 8 

lo dalla ferie comincia appunto da A 
che c la tangente dell’ ottante, farà 


Fatta z — a , 
ottava parte 


della circonferenza — a , . 1 -4-'- 1 ec. 

3 5 7 9 . 

di cui il doppio farà il quadrante , e 1’ ottuplo la cir- 
conferenza intiera . Ma del circolo fi è già detto ab- 
baftanza . Veniamo all’ iperbola. 

Vili. Sia tra gli afintoti C H, C V ( Pig. 20 ) porti 
in angolo retto 1’ iperbola BAI, di cui (ia a.* la 
potenza. Prefa 1’ afeifla qualunque CJ’ = x, e la cor- 
rifpondente ordinata PAI — j, farà per la nota pro- 
prietà dell’ iperbola xy—aci) onde j = — . Con- 
dotta 1’ ordinata infinitamente proffima m p , onde fia 
P p = d x , farà P \1 m p P elemento dello fpazio com- 
prefo tra la curva e 1’ afintoto , il qual elemento, co- 
me fi è notato anche di fopra , non differifee che in- 
finitamente poco dal rettangolo AfP.Pp. Sarà dun- 
que tale elemento efprefTo per a mm a ^ x } formola , che 

x 

quantunque fia comprefa nella generale x m dx , pure, 
fecondo che abbiamo altrove notato, non è algebrai- 
camente integrabile . L’ integrazione dunque di lei * 
come dì tutte 1’ altre a lei limili, dipende dalla qua- 
dratura dell’ iperbola . 

IX. Chi volefle lo fpazio iperbolico cfprcffb per 
Tom. II, F una 
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una ferie infinita , converrebbe che prendeffc le afcif- 
fe fu 1’ afintoto CV da un punto diverfo da C, a ca« 
gion d’ efempio da A, che corrifpondeal vertice prin- 
cipale B dell’ iperbola, in cui 1’ ordinata AB , come 
pure la porzion d’ afintoto C A è eguale al lato del- 
ia potenza. Imperocché eflendo CA=a, fatta AP—z, 
onde Pp — dz, e ritenuta J*M=), farebbe l’equa- 

zion dell’ iperbola a-\-z . y = a a , cioè j = -^-,e 

quindi 1’ elemento dello fpazio iperbolico = — , 

la qual formola buttata in ferie dà adz — z/fz-f- 
z 1 d z> zi d z ^z* d z. dz _ „ a a d z 

a a 1 


rr az — 


z l 

2 


a 3 

zi z* 


ec. Dunque 5 




+ 


z* 


ec. Siccome 

g a 4 b* 5 a* Ó 4 4 

f tofta z = 0 j la ferie diventa = o , così è chiaro, che 
o fpazio da clfa efpreflo comincia dall’ordinata A £, 
ed è A B M F) comprefo dall’ afeifla qualunque A I’=zZ, 
dalla corrifpondente ordinata F M , e dall’arco UM. 
Se fi volclfe quello fpazio efprelfo per x , cioè fe fi 

volelfe la ferie equivalente a S a , altro non fi 

x 

avrebbe a fare , che fofiituire nella ferie ritrovata x — * 

d & d x 

in luogo di z, e farebbe S - — — — — a (x — a ) — 

(x— *)> fx— *)» (v— ay 1 (y — *)* ‘ 

Z ‘ 3 a 4 5 a* 

( x — 

- ec. 

O a 4 

X. Ma per ifriluppar meglio la natura dello fpa- 

aio 
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zio iperbolico , prefe due afcifie qualunque C D , C P, 
dopo le quali fa terza proporzionale geometrica la 
C E , e condotte le ricettive ordinate D f)j F M , E O, 
fieno prefi i due elementi D d, Pp nella“ftefla ragio- 
ne di CD:CP j e condotte le ordinate dq, pm.Ef- 
fendo per la natura dell’ iperbola C D :C P:: PM:D 
farà anche D d : Pp : : P M : D e quindi D Q ^ D d 
= P A/. Pp, cioè i due elementi Df^qd,PA4rop 
dello fpazio iperbolico eguali fra di loro . Egli è ma- 
nifefto , che intendendo prefi altri due elementi d f , 
p r nella (leda ragione di C D : C P , o fia di D d : P p, 
o fia di C d : C p , e tirate le nuove ordinate fg, rs, 
( fi proverà nella fteffa maniera , che fono fra di loro 
eguali anche i due elementi dq g f, pmsr;c lo ftcf- 
fo varrà di tutti gli altri , che nel medefimo modo fi 
pofion intender coftruiti .E’ manifefto ancora , che fup- 
ponendofi C D : C P : ; C P : C E , e quindi C D : C P : : 
DP: P E, non fi potrà intender proleguica 1’ accen- 
nata cognizione fino ad efler elamita tutta la retta 
D P con le porzioni Dd, df ec., cd efaurito tutto lo 
fpazio D P con gli fpazietti DfJjjd, dqgfec. , 
fenza che venga nel medefimo tempo efaurita tutta la 
.. retta P E con le porzioni P p } p r ec. , ed efaurito 
tutto lo fpazio. PMOE con gli l'pazietti PAfmp, 
pmsr ec. Dunque in quanti elementi refterà rifoluto 
lo fpazio D Qjh P , in altrettanti refterà rifoluto an- 
che lo fpazio PMOE ». Corrifpondendo pertanto a 
ciafcuno degli elementi del primo fpazio un elemento 
eguale del fecondo, è evidente che ancor tutto lo 
fpazio primo D Q*l P è eguale a tutto il fecondo 
PMOE. • 

XI. Dunque prefe fu 1’ afintoto CV quante al'cif- 
fe fi vogliano CD, CP, CE ec. in continua ragion 
geometrica 3 e condotte le rifpettive ordinate D Q j 

Fi P M^ 
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PM, E O ec. , gli fpazii iperbolici D QM P , M P O E 
ec. corrifpondenti alle differenze D V , PE ec. di ta- 
li afeifle , fono furti fra di loro eguali . Donde appa- 
ri fee j che gli fpazii DQ^MP, D QO E ec. prefi da 
una delle ordinate D procedonoin continua ragio- 
ne aritmetica. Apparifce ancoraché lo fpazio D QV 
comprefo tra 1’ ordinata D f), tra la curva , e l*a- 
fintoto non folo è eftefo all’ infinito, ma è anche in- 
finito, come quello che è comporto d’ infiniti fpazii 
D QJ^l P , P A 1 O E ec. tutti eguali fra di loro , e fi- 
niti . 

XII. Nell’ Iperbola dunque apolloniana riferita , 
agli afintoti ad afeirte prefe dall’ angolo degli afinto- 
ti, e procedenti in ragione geometrica corrifpondono 
fpazii procedenti in ragione aritmetica . E però , fic- 
come i termini d’ una progreflìone aritmetica fi chia- 
mano logaritmi dei termini loro corrifpondenti in una 
progreflione geometrica , così fi potrà dire, che gli fpa- ' 
zìi iperbolici D Q^M P , PMOE ec. prefi da una co- 
llante ordinata, come D qualunque ella fiali , fo- 
no i logaritmi delle afeifle C P, CE ec. prefe dall’an- 
golo degli afintoti , alle quali erti competono . 

XIII. E quello vale ancora degli fpazii prefi da 
quella cortante ordinata D ^verfo la parte oppofta, 
cioè verlo 1’ afinroto C H. Perciocché prefe minori 
di C D quante afeifle fi vogliano C A, CX ec. , tal- 
ché CD, C A , C X ec. fieno in progreflione geo- 
metrica, e condotte le ordinate A B , X Z ec. , è e- 
vidente , che la dimortrazione fatta di fiopra (n. io. ) 
vale anche per provare eguali gli fpazii D QB A , 
A B Z X ec. Donde legue primo , che lo fpazio QJJ C H 
prefo dall’ ordinata D Qj e chiufo tra la cui va e 1’ 
afintoto C H fino all’ infinito è infinito anch’erto; poi- 
ché la ferie geometrica decrefcencc delle afeifle C D, 

CA, 
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C A , C X ec. procedendo all’ infinito fenza arrivar mai 
al zero , quello fpazio farà comporto d’ infiniti fpazii 
D .o* é > A B Z X ec. , che elfendo tutti eguali al 
primo D QJi A , che fi fuppone finito, faranno pur tut- 
ti finiti . Secondo , che gli fpazii D QJi A , D QJZ X 
cc. fonoi logaritmi delle afcilTe CA , C X ec. , i qua- 
li fpazii elfendo negativi rifpetto agli fpazii D QM P , 
D QJ) E ec. , perchè s’ eftendono dallo ftelTo termi- 
jie D f^verfo la parte oppofta , perciò è manifefto , 
che porti politivi i logaritmi delle afcilTe maggiori del- 
la CD corrifpondente al principio degli fpazii iper- 
bolici , i logaritmi delle afcilTe minori della medelima 
C D fono negativi , e il logaritmo della C D ftelTa è 
rullo, o fia zero, poiché T alTifla C D corrifponde al 
termine D ove cominciano gli Ipazii sì politivi , 
come negativi, nel qual termine lo fpazio è nullo. 

XIV. Parendo un* incomodo, che i logaritmi di 
linee fieno fpazii, e non linee, per ovviare a quello, 
fi polfono intendere quegli fpazii di vili tutti per una 
linea collante, che cosi rifulteranno altrettante linee 
proporzionali agli fpazii medefimi , e per logaritmi di 
linee fi avranno pur linee. Supponiamo, che la linea, 
per cui fi vogliono dividere detti fpazii , fia efprelTa, 
per b, qualunque ella fiali. Siccome gli fpazii erano 

efprelfi per S H-l, così le linee, che nafeono fac- 

X 

ta la divifione di erte per b , faranno efpreffe per 

_ a a d x _ c ti x r . . 

S , e per S , fatta cioè la quantità co- 

b x x 

flante 15 z=c. 

b 

XV. Se dunque pel punto D s’ intenderà deferit- 
ta una curva 1 D F tale , che il rettangolo di qualfi- 

vo- 
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voglia ordinata P F nella linea colante b fia eguale 
al corrifpondente fpazio iperbolico D QJtf P prefo Tem- 
pie dall’ ordinata D Oj ficcome in elsa le ordinate^ 
P F faranno i logaritinTdelle corrifpondenti afcifse C P, 
così fi chiamerà una logaritmica , oppure una logijlica ; 
c quella curva , facendo PF—u,e ritenendo C Pz=x, 

« • „ a a fi x r x _ c d x 

avrà per equazione u=S , o fia «=S . 

u x x 

Si vede , che quella non è curva algebraica , ma_» 
meccanica, poiché la Tua deferizione dipende dalla_» 
quadratura dell’ iperbola , che abbiam detto non po- 
terli algebraicamente ottenere . E’ chiaro , che le or- 
dinate P F della logaritmica corrifpondenti ad afcifse 
C P maggiori di C D cadendo da una parte dell’ af- 
fé C V , le ordinate X T corrifpondenti ad afcifse C X 
minori della medelìma C D cadranno dalla parte op- 
polla , poiché gli fpazii iperbolici , a cui le ordinate 
della curva fono proporzionali , efsendo politivi , quan- 
do corrifpondono ad afcifse maggiori di CD, fono 
negativi , quando corrifpondono ad afcifse minori di 
efsa CD. E liccome gli fpazii iperbolici tanto da una 
parte , quanto dall’ altra di D ^credono in infinito, 
così le ordinate P F pofitive della curva, e le ne- 
gative XI crederanno di quà c di là dai punto Din 
infinito; onde la curva avrà due rami, uno pofitivo 
D F, e 1’ altro negativo DI, i quali fi dotteranno a- 
mcndne infinitamente dall’ afse CP; il primo poi è 
manifefto, che fi feofta infinitamente anche dall’altro 
afintoto C H dell’ iperbola prolungato indefinitamente 
oltre C; ma il fecondo gli fi accorta Tempre maggior- 
mente, onde elfo afintoto C H ferve d* afintoto all’ 
iperbola infieme, ed al ramo DI della logaritmica. 

XVI. Ritenuta anche la ftcrta iperbola B QJD , o- 
gnun vede, che la logaritmica ID F larà diverla , le- 

con- 
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condo che diverfa fi fupporrà la linea collante b, per 
cui s’ intendono divifi gli fpazii iperbolici . L’ equa- 

. , _ a a d x r c c d x r 

none dunque « = S>— - — i — , o ua«=: o lervt-» 

b x x 

a diverfe logaritmiche , fecondoche è diverfa la quan- 
tità b nella prima equazione , o la c nella feconda . 

Quella quantità i?, o 1’ equivalente c , fi chiama, e 
b 

come a fuo luogo mollreremo , è la fottangente della», 
logaritmica . Ora ficcome « = / x , intendendo pel ca- 
rattere l indicato il logaritmo di quella quantità, che 
gli è fcritto fotto , al qual ufo riferveremo d’ ora in- 

c d X 

nanzi quello carattere, così offendo « = S , farà 

S — lx. Ecco dunque una maniera d’ efprimere 

x j x 

1’ integrale della forinola , e di tutte 1’ altre a 

x 

lei fimili : dove è da avvertire , che nell’ efprelfione 
lx non apparendo in quale logaritmica s’ intenda pre- 
fo il logaritmo indicato, converrà fempre aggiungere 
nella logaritmica , cbc ha per fottangente c , cioè la li- 
nea collante , che nel numeratore moltiplica il diffe- 
renziale della variabile . 

XVII. L’ integrale dunque d’ una frazione qua- 
lunque, che abbia per numeratore il ditferènziale del 
denominatore moltiplicato per una linea collante , è 
il logaritmo del denominatore prefo nella logillica , 
che ha per fottangente la linea coftante , che molti- 
plica il numeratore . Così S - t — l(z±a) 

xfza 

nella logaritm'ca , la cui fottangente =c. In fatti 
Q fapponga ss zt. * = x ; farà d ss d x , e quindi 

S 
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S r ^ — S ‘ . Ma S r — l x nella logaritmi- 

z ~f~ a x - x 

ca, la cui ibttangentc e \ dunque reftituendo zdH a in. 
luogo di x j farà 5 - - — l ( z a ) nella detta Io» 

. . -, _ r , _ 2 axdx — a*dx 

garitmica . Similmente lara S rr 

x x — a x 

/(x x — a x) nella logaritmica , che ha per fottangen- 
te a , come apparirà chiaro facendo xx — ax—t\ 
poiché farà zxdx — a A x = d t , e la formola diver- 
rà S --L, che ha per integrale il logaritmo di t, cioè 
t 


di x x — a x prefo nella logaritmica , la cui fottangen- 
te = a. Nel capo feguente fi vedrà la maniera di ri- 
durre a lineari le quantità logaritmiche , quando non 
fono tali. Viccverfa farà il differenziale d’ una qua- 
lunque quantità logaritmica una frazione , il cui nu- 
meratore fia il differenziale della quantità porta fotto 
il fegno logaritmico moltiplicato per la fottangente^ 
della logaritmica, e il denominatore fia la quantità 
fteffa porta fotto il legno logaritmico. 

XVIII. Due cole ancora, prima di chiudere que- 
llo Capo , fi vogliono offervare circa i logaritmi . La 
prima è, che condotta dovunque una linea parallela a 
C P , come la L K , che venga incontrata dalle ordi- 
nate PF, ET , G T ec. in K , R , S , ec. , tanto le_» 
K F , R Ti SI” ec., quanto le PF, ET, GT ec. po- 
tranno effer riguardate come logaritmi delle quantità 
C P , CE, CG ec. , o delle loro eguali L K , L R , 
L S ec. ; e ciò perchè procedendo le K F , R T t S T ec. 
con le fteffe differenze , con le quali procedono le P F, 
ET,GT ec. ,non potranno quelle camminar in ragion 


arit- 
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aritmetica, fenza che in ragion aritmetica camminino 
ancor quelle . Dal che fi fa chiaro , che a fidar il lo- 
garitmo di qualfivoglia linea non bada aver nota la 
logiftica , in cui il logaritmo fi dee prendere , che è 
lo dello che dire , non balla aver nota la fottangen- 
te della logaritmica, ma bilogn* ancor fidare in efììt 
logaritmica 1* alfe, su cui fi debbono prender le linee, 
per aver nelle corrifpondenti ordinate i loro logarit- 
mi . Or quefto.fi ftabilifce allignando la quantità, a 
cui fi vuol che corrifponda per logaritmo il zero , la 
qual quantità (i chiama il protonumero. Infatti ognuno 
degli afli paralleli , ai quali fi può intender riferita la 
ftefla logaritmica , ha il tuo protonumero proprio: C P 
ha CD, L K ha LI. In qualfivoglia logaritmica la^. 
determinazione del protonumero c da principio arbi- 
traria : ma fidato che egli fi fia una volta , non è più 
lecito, finché fi da nel medefimo fiftema di cofc, il 
mutarlo . In ciafcun cafo particolare non foglion man- 
car circoftanze , che regolano 1’ analida nella fcelta^ 
d’ un protonumero piuttofto , che d’ un’ altro , come 
.fi vedrà nelle applicazioni, che a fuo luogo faremo di 
quella teoria . 

XIX. L’ altra cofa, che fi vuol odervare , è che 
a prender i logaritmi delle quantità. non è neccdario 
aver in pronto tante curve logaritmiche, quante pof- 
fono edere le diverfe fottangcnti fuppofte nei vavii lo- 
garitmi , che s’ hanno a prendere : una fola logarit- 
mica bada , potendoli fempre con un piccol artificio 
foftituir una logaritmica all’ altra . Sia /*, che Appon- 
ga la logaritmica della fottangente /; e fi voglia tro- 
vare quello logaritmo nella logaritmica , che ha per 
fottangente c. Si finga u~lx nella logaritmica-. , 
che ha per fottangente f. Differenziando ( n. 17. ) farà 

‘Con t. Il, G 
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d u — . Si moltiplichi , e fi divida nel medefimo 

x 

tempo la feconda parte dell’ eguaglianza per c ; on- 

de fia d « = -i- x Integrando farà 0 * cioè l x 

ex f 

prefo nella logaritmica della fottangente /,= — Ix 

prefo nella logoritmica, che ha per fottangente c. 

Dove è da avvertire , che dovendo — / x prefo nel- 

c 

la logaritmica , che ha per fottangente c diventar z=o ) 
quando diventa — 0 Ix prefo nella logaritmica , che 
ha per fottangente /, converrà nella logaritmica del- 
la fottangente c fupporre lo fteflb protonumero 5 che 
fu fuppollo nella logaritmica della fottangente /. Dun- 
que li prenda il logaritmo della quantità nella logarit- 
mica v che fi ha alle mani, fuppofto in elfa il mede- 
fimo protonumero , che fi fupponeva nella quantità lo- 
garitmica propofta indi fi prenda la quarta propor- 
zionale dopo la fottangente della logaritmica, in cui 
fi è prefo quello logaritmo , dopo la fottangente del- 
la logaritmica, che fi fupponeva nella quantità pro- 
pofta , e dopo il logaritmo trovato ; e farà qucfta_. 
quarta proporzionale il logaritmo della quantità tal 
quale fi farebbe trovato, le fi folfc prefo nella loga- 
ritmica propofta , 
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Del calcelo dei Logaritmi , e delle Quantità 
Ejgonenzi.ili . 

I. r jpUtti i logaritmi delle diverfe quantità , che fi pcf- 
JL fono concepire, prefi in una ftelfafogaritmica, 
diconfi formare un medelimo filloma di logaritmi . I fi- 
ftcrqi dunque di logaritmi fono tanti , quante poflono 
eflfer le logaritmiche, cioè infiniti, c fi diftinguono u- 
'•no dall’ altro mediante la lottangente , come appari- 
fce* dal n. 16 . del cap. precedente . Le quantità , dT 
cui s’ intendono preti i logaritmi in quallivògiia lifle- 
ma , fi chiameranno d’ ora innanzi numeri , fieno poi 
veramente numeri, o fieno linee. E’ manifefto ', che 
fe le due formole A , B el'primeranno due quantità ] o 
vogliam dire due numeri eguali, anche i loro logarit- 
mi prefi in un medefimo Alterna^ e pollo per amen- 
due lo ftelfo protonumero , faranno eguali , cioè farà 
IA = IB. . , 

II. Effendo i logaritmi in ferie? aritmetica , men- 
tre le quantità, di cui fono logaritmi, cioè i numeri 
fono in ferie geometrica, è chiaro , clic prefa perpro- 
tonurnero 1’ unità , il logaritmo del prodotto di due 
numeri x , z farà eguale alla fomma dei logaritmi di 
efii numeri , cioè farà l xz — l x-)-lz * Imperocché 
farà Tempre i:x::z:xz, e però il logaritmo dell’ 
unità, cioè zero ( fupponcndofi che 1’ unità fia il prò.- 
tonamero ) ,* / x , /z>, e Ixz faranno aritmeticamen- 
te proporzionali, e perciò 'C-f- Ix z — l x+ / z , cioè 
l x z -=.1 x Iz . Se il protonumero non folfe l’uni- 
tà , onde il logar.tmo dell’ unirà non folle zero , fa-' 
reboero aritmeticamente proporzionali i quattro loga- 
ritmi li) l*) Iz , IxZ) e fi avrebbe / z—lx 

G z -+* 
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. 4 . / z , onde / x z, = / x -+- / z, — / 1 , cioè il logaritmo del 
prodotto di due numeri x,z farebbe eguale alla Com- 
ma dei logaritmi dei numeri medefimi lminuita del lo- 
garitmo dell’ unità . Per maggior comodo s’ intende 
ordinariamente, che il protonumero fia l’unità, e co- 
sì noi fupporremo Tempre in apprcfTo , quando non fi 
avvifi in contrario. 

III. E’ facile il vedere, che Ixzy farà — lx 

/ % -f* / y , perchè riguardando ri come un nume- 
ro farà l x zy — l x z ly i ma/x ^ - 4 - ^ > dun- 

que l xzy = / x -+- / z^-ly • E generalmente il loga- 
ritmo di qualfivoglia numero di quantità inficme mol- 
tiplicare farà eguale alla Comma dei logaritmi di elle 
quantità . 

IV. E’ anche facile V Intendere, che lx”=nlx. 

Imperocché x" è il prodotto di tante quantità, ognu- 
na eguale ad x , quant’ è 1’ efponente » • Dunque 
( n. a. ) farà 7 x" = / x - 4 - i x.-t- / x ec. finche ‘fi fia_ 
porto / x tante volte quanto è 1 * efponente n : e pe- 
rò farà lx*=nlx. E ciò vale anche quando 1’ ei- 
poncnte n forte numero rotto poiché fu la po- 
ni m 

tertà rotta x“ . Fingali x u ~y , farà x m =y a , e pren- 
dendo i logaritmi da una parte e dall’ altra lì avrà 

( n. i.) / x m z=. ly u , cioè mi x= ulyy e quindi lx 

m ™ 

~ m u 

~ /jf . Ma y — x u ; dunque — / x — / x , 

V. Anzi vale ancora quando P efponente forte ne- 
gativo . Poiché fia x“" , c fingali x~ m —y . Sarà -L =y , 

cioè i x m : prendendo ( n.i.) i logaritmi « =zlyx m ì 

cioè 
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cioè ( n. 3 . ) •= /jH-/x», e (n. 4 .)o=^- 4 -w/x: 
donde rifu'ta / jr = — m/x, e reftituendo in luogo di 
7 il Tuo valore , / x - " = — m l x. 

VI. Qnindi fi può dimoftrare , che il teorema s* 
cftende anche al cafo, che 1 * efponcnte fu irraziona- 
le . In fatti fia x v r . Poiché m ^r = r-, fingal i r=i-4- *. 


farà r", 



1 


« 

a 


M* 




1 • l 



a* 3 • 4 


-L. — — 1 


ec. Dunque x 


n Jr IH u ■ 

v — x « 




n n 


n 


«3- 


n n 


.«♦ ec. 


*• 3 


*• 3-4 


1 _i_ 
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ri 


. . n Jr u ,-a 

cioè x v =.vx* xx 


X 

I 
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- • ' 


— I . 
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n 
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i-.i--i.I_i' 1 

n ‘ tt « ’ n 3 

«4 


XX 


2.3.4 


i • x ec. £ prendendo i lo« 

ti / 



*• 3-4 


* 4 / x ec , cioè 


lx’/ r '==i + JL~ m + ÌL n 


u* 


rH 


1 1 

M M 


I . 

2 

’ n 


2 * 3 




1 1 

» ’ n 


, * I 

I 2 . -2 

n ». 

.« 4 ec.v / x, e reftìtu- 


cndo in luogo della ferie, che moltiplica Ix il fuo 

valore , fi avrà finalmente / r . / * . 

logaritmo ?* al num f° .quinto fi raccoglie, che il 
d»? mime ? frazione è eguale al logaritmo 

n.imeiatore meno il logaritmo del denominatore. 

Sia 
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Sia l JL . Eflendo — — xjr 1 , farà l — r- xy~ z — l x 

3 3 . . 3 

4- h~ L i ma ( n. 5 .) /jr*= — /jf . Dunque 1—.—1* 

— I y . Da quanto poi è fiato detto fin* óra fi vede , 
che ogni quantità logaritmica fi può, quando non è li- 
neare , ridurre ad e (Ter tale . Poiché farà a cagion d’ 
efempio lxy—lx-\-ly y lx l — ilx j /V* — x, 

l —z=.l x — l y . r . . " t * ‘ ‘ 

3 . .'••••• 

Vili. Quando P efpónertte d* una quantità coftan- 
te , o variabile è un numero non collante , ma varia- 
bile , allora la quantità cosi elevata a poterti varia- 
bile dicefi quantità efponenziale . Tali fono le quantità 
a* , xj , porto a collante, x , 7 variabili , E qui avver- 
tali, che potrebbe 1* efponente medefimo e (Ter una-, 
quantità efponenziale, come farebbe nelle quantità 

* y y ■ 

^ x x 

a , a , z ; c potrebbe P efponente effere una_» 
quantità efponenziale di quella feconda forta , come 

J. ■ 2 

9 , d *Xi' * 

nelle quantità . h , b j e cosi via decorrendo. Noi 
parleremo prima alquanto della .quantità efponenziale 
lémplicitfima e* , dove rè cortante, x variabile. 

IX. Pongafi e* —y . Prefi i logaritmi da una par- 
te e dall’ altra , qualunque fia il fillema in cui quelli 
logaritmi $’ intendono p^efi, purché ficn prefi amendue 
nel fillema medefimo, farà ( n.i. ) lc*-=ly> epcrlecofe 
dette ai n. 4 . 5 . 6 . xlez=.ly. Or le cofe alette ai nu- 
meri 4 . y. < 5 . fuppongono, che il protonumero del fi- 
ftema , qualunque erto fia, in- cui fono, prefi, i logarit- 
mi , fi* P unità. Dunque il paflàggio dall’ equazio- 
ne 
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ne e*r= y all’ altra xlc — ly involve quello fuppofto. 
E di farti nell’ equazione e x — y ponendo x o , di- 
venta e*= i , cioè y = i . Or trafportati quelli va- 
lori di x, y nell’ altra -equazione x l e z=: l y , fi muta 
«fla in o.le—l i , che per effere fuppofta e quantità 
finita , non può fulfillere , quando non fia / i =o, cioè 
x il protonumero . 

X. Quella determinazione del protonumero , co- 
me apparilce per le cofe dette al n. 18. del cap. preceden- 
te j non limita punto il lillema, in cui voglionlì in- 
tender prefi i logaritmi . Supponiamo dunque , che 
tra gl’ infiniti fittemi i logaritmi per i’ equazione x le 
■=.ly fieno prefi in quello, in cui il logaritmo della 
quantità data e riefee eguale all’ unità . Èiìcndo /r=i 
1’ equazione diventa futuro r= ly , dove x corrifpon^ 
de ad y come il logaritmo al fuo numero. Dunque 
1’ equazione x=/y, e però anche 1* altra c* =zy da 
cui deriva, rapprelenta un fillema di logaritmi, e no- 
minatamente quello, in cui il logaritmo della quanti- 
tà data rèi’ unità , giacché in quello fuopollo fi è 
fatto il patteggio dell’ equazione c* all’ altra.» 
x=ly. 

XI. La qnantità e , di cui il logaritmo è 1 * uni- 

tà , dicefi bafe del fittemi; e le folfe una linea, di- 
rebbefi anche bafe della logaritmica , a cui compete 
1’ equazione x—ly , o vogìiam dire della logaritmi- 
ca, in cui prefa per protonumero 1* unità, cioè la_» 
linea, che li riguarda come mifura dell’ altre linee, la 
llella unità rielte logaritmo della linear. E ficcomc 
1’ equazione x=:ly deriva dall’ altra t* così 

fi vede che anche quell’ altra verrebbe a fervir d’ e- 
quazione alla detta logaritmica . 

XII. Giacché abbiam detto ( n. i. )chc i variifi- 
llemi di logaritmi fi dillinguono fra di loro per la fot- 
ta n- 
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tangente * cerchiamo ora quale fia la fottangente di 
quello , che ha per bafe e . Intendali dunque efprelV* 
per a la fottangente cercata, e Ila 1’ equazione e x —y t 
da cui abbiam veduto che, efprimcndo e la bafe , fi 
palla all’ altra x=zly,. In quella fi diffcrenzii da una 

parte e dall’ altra, e fi avrà dx — ~ ’-L (Cap. VI. n. 
I 7- ) giacché per a s’ intende elprcfifa la fottangente. 

Suppongafi = , e fi avrà dy = — dz .onde 

a — z ( a — z) 1 

fatta la foftituzione nell’ equazione dx^z—JL, rifui. 

y 

, , 2 a* dz 2 a x d z . . 

tera dx — — . Si butti in fene 

" (a—z) (j-tz) a a — zs 

la frazione d Z - con il metodo del capo 4. 1. 1, ; e a- 


* a — z z 


vrafli dx — 


— 2^dz*y — - 


z l dz z+dz Z*dz 
a* a 6 


-ec. 


) 


x 


e integrando a termine per termine 

~ V''*' T* + 7* + 7Z ' c -) +c ' dove c 

rappiefenta la collante aggiunta nell’ integrazione . Si 
refiituifea ora in luogo di z il liio valore , e 

• / (j+O 

farà x=za( (ZrJ. ) + JL PJTJl V+.JL 

q ( x ) ec *^*4“C. Per determinare la collan- 
te C , avvertali che per I’ equazione e*—y polla >=ri 
dee efiere x = 0 . Ora polla j = 1 , la ferie infinita# 
Tom. II. H pw 
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per cui è efpreffo il valore di x , diventa zero , e ri- 
mane x= C . Dunque C — o. Dunque il valore com- 

pito di x è xz=za ( (' )-j (■ ). 


_L (1 V ( - ) ec. V Ma per laftef- 

fa equazione e* = y , porta x = i , dee eflere y=c. 
Dunque fi avrà. = * « (( ~) + y(~/ 

+f Ct^J+tCtzì ) 7 • ' • 


4 — 


2 ((±i\ +i^v+ir— v+-r—' 7 


*. 3 "'"j ec ‘) 

Ed ecco data la fottangente a per la bafe e median- 
te una ferie’ infinita , che qualunque Ha e , è femprc 
convergente . 

- X ì 1 1 . Viceverfa data la fottangente a fi può tro- 
var la baie e. Imperocché elTendo c* — y , e divenen- 
do 7 = 1 P°ft a *= 5 i ^ chiaro che porta x infinita- 
mente poco maggiore di zero, cioè z=:d x ì diverrà j 
infinitamente poco maggiore dell’ unità , cioè = i-Mj. 

Donde farà e rf *= i -f- d y , e querta è 1’ equazione.^ 
tra i differenziali dx, dy, che ha luogonel fuppofto 
di x—o. Ma abbiam veduto nel numero precedente» 
■ che 1’ equazione tra i differenziali dx ì dy ì che ha 

luogo fempre j è dx porta à la fottangentc , e 

querta equazione.» fupporta x = o , diventa dx—ady » 
poiché polla x^o fappianjo che (diventa y = i . Dun- 

- <l us 
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que nel fi’ppoflo di x=o, dee aver luogo tra i dif- 
ferenziali d x ) dy tanto 1* equazione dx — ady , o 

fia dy ±= ~ , quanto 1’ equazione e rfx = i 

nendo pertanto in quella feconda in vece di dy il 
fuo valore cavato dalla prima , fi avrà 1’ equazione 

j _p. _if, nella quale d x rapprefenta il differen- 
ziale della x, quando la fluente x è zero. Si divida* 
per quello differenziale d x una x finita qualunque , 

onde rifulci la quantità ~ , e s* alzi 1’ una e 1’ altra 

d x 

parte dell* equazione alla poterti . Si avrà ^ 


Af 


e x = i H j cioè buttando in 'ferie la feconda ^ 

a 

*—( i- — Y 
: ( ’ = I+ I/'Ì X '\ + - ‘ AW 

dx \ a. J 


parte e* = 


, f ^ » . » — ... • 

'? X / X \ / x \ / d Xr\ J 

1 ) *) (‘7y 

4 - . v N ../V *r 

■4- i ■ ■ i — " — — — cC. 

* - - - • '-2.5.4- * ■;- •• 

Ma effendo x quantità finita , e d x infinitefima j è 

x J ' 

chiaro che _ farà quantità infinita , c però traforan- 
do i numeri r, 2, 3 , 4 ec. , che da efla fono fottrat- 

H a ti , 
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ti , rimarrà finalmente e 


X* 


* = H 1 r 

a i a 1 


4 - 




2. g 

H - ec. , dove porta x = i , rifulterà il va- 

2-3.4 

lor ricercato della bafe e efprelfo per la fottangente 

a mediante una ferie infinita , cioè e = 1 -f- J_ 4- J. 

a 2 ti * 


4 - 


+ 


ec. 


2 . 3 *< 3 ' 2.3.4 
XIV; Ogni firtema dunque di logaritmi ha la fua 
bafe , e la fua fottangente , delle quali due quantità' 
una dipende dall’ altra, onde per diftinguere un fifte- 
ma dall’ altro bafta conofcer o la bafe, o la fottan- 
gente. I logaritmi prefi in quel firtema , in cui la fot- 
tangente è V unità , fi chiamano ordinariamente loga- 
ritmi iperbolici . La bafe in quello firtema farà dunque 

( n. 13. ) f := 1 4 - 1 4-^-7+- — - h 


2 2.3 2.3.4 2. 3.4.5 

ec. , e fommando le prime undici frazioni della ferie, 

e = 2 -f- 3 4 4° 5 ^ 1 4 5 ^ e f atta j a j-^uzione inde- 
47900100© 

cimali *=2,7182818 proffimamente . Nel firte- 
ma volgare delle tavole la bafe èro, perchè al nu- 
mero 1 o è allignato per logaritmo P unità , cioè 
1. 0000000. Se dunque nel valore della fottangen- 
te a trovato al n. 12. fi porrà In luogo della, bafe e 

il io, onde fia 4= — — ; 

• ’ 2 ( -f- — 9 - H ecA 

\i 1 3. 11* 5.115 7. ii? ) 

fommando infieme molti termini della ferie , e ridu- 
cendo la fomma in decimali , fi avrà la fottangente a 

■ ' nel • 
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nel lift-ma volgaxe dei logaritmi delle tavole • 

= o*434 2 945- 

XV. Data la fottangente del fiftema , fi poffono 
trovare per approfiì inazione i logaritmi dei numeri 
mediante 1* equazione cavata al n. 12, cioè 

*= l a(ri^y+±p-J:) , +±x 3 —'t 

'"1“ ~ ( ^ | i ) cc.^ in cui a efprime la fottaogente* 

y il numero , ed x il fuo logaritmo.. La ferie è mol- 
to convergente , quando y fia an numero poco mag- 
giore dell’ unità -Si vogliano i logaritmi iperbolici, 

nel qual cafo farà a — 1 • Pongali y c farà 

’ m 


x=2 (t 


A — ~-r-ec. \)C fomman- 
• 5 * 7 • 5 7 / 


5 , . , . 

do’ fei frazioni , e riducendo la loro fomma a decima- 
li fi avrà x r cioè 4054651 V Pongali ora 

c farà *=*('-!-»— L- + - £- + — «A 
. , ? ' 7 3 -V 5 7 -l 1 > 

cioè fommate lei frazioni , e ridotta la fomma a de- 
cimali x=f-l = o. 2876821. Ma /i+’/A - 
3 2 3 


cioè — li-, Dunque / 2 =0 . 6931472 , 

donde fi cava fubito 2/2, cioè ( n. 4.) / 2 * , o vogliam 
dire / 4 = T. 3862944 , e 3/2 , cioè li*, o.fia / 8 =± 

2.0794416. Inoltre ( n. 7. ) /J /JL — /JL — Zo 

* 1 # 2 • 2 8 

- 18 , 
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/ 8, e però Ig — 7 8=o. 1177830; cioè /p — 

Z . 0194416 =0 . 1177830 , onde lg=z 1. 1972246 » 


• * 


quindi — lg , cioè ( n. 4. ) / g 2 = 7 V 9 = 7 3 = 1 . 

2 

0986123; donde fi deduce anche 7 3 4 - 7 2 , cioè 76 
r= 1-7917595. Ed ecco trovati già i logaritmi iper- 
bolici di tutti i numeri minori del io all’ eccezione 

di 5 , e 7 . Per avere quello di 5 pongali j = — , e 

* * • ' • ^ 


avralTì 


*=: 2^— 4- J_^-J-4-J_ecA , cioè 
A 9 3*9 } >9 S . 7 * 9 7 J 


fommate al Polito 6 frazioni e ridotta la fomma in_. 


decimali x, o,fia 7 — — o. 2231435 . Ma l-L. — / 5 

4 4 

— 7 4,.'. Dunque 75-/4 =0. 2231435 » onde loftitui- 
to il' logaritmo già trovato di 4 , fi avrà 7 5 — 1 . 
6094379 .Quindi farà / 5 H- ^ 2 =7 10 = 2.3025851 . 
Per ottenere il logaritmo di 7 fi' potrebbe porre 

* = \ 1 _ , e ufare del metodo Polito , e fi troverebbe 
J 6 

’ 

7 JL =10. 1541506, onde 77 = 0 . 1541506 4 - 76 = 1 . 
6 

9459101. Tutti quelli logaritmi hanno la figura prima a 
delira maggiore o minore del giuflo d’ una minuzia, mi- 
nore però fiempre di — ; e ciò perchè , oltreché iru. 

2 . • / 

vece di fommare gl’ infiniti termini della Perie 

\ ec. non Pe ne Pomma che 

jr-f-i J Z NJ-+** / 

un certo numero, nel ridur pofcia quella Pomma a 
decimali fi trafcura Pempre qualche coPa . Può dunque 

Puc* 


5 _ 
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fuccedere , che fommando, o fottraendo, o moltipli- 
cando i logaritmi già trovati per avere i logaritmi dei 
prodotti , o dei quozienti , o delle poteftà dei nume- 
ri, quelli nuovi logaritmi vengano ad avere la prima 

figura a deftra lontana dal giufto di più di — . Per e,- 

vitare quello inconveniente fi potrebbero trovare i loga- 
ritmi efprelfi per due figure decimali di più di quel che fi 
vuote, a cagion d’ elerapio per nove , fe li vogliono 
efprelfi per fette , indi tagliar fuori le prime due figu- 
re a delira, crefcendo d’una unità la prima figura del 
numera, che rimane, quando le due figure tagliate 
formano un numero maggiore di 50 . 

XVI. Trovaci i logaritmi dei numeri in un fifte- 
ma fi poffono fubito avere i logaritmi dei medefirai 
numeri in qualfivoglia altro fiftema . Imperocché fe fo- 
no note le fottangenti dei due fiftemi , é chiaro per 
il n. 19. del Capo precedente , che facendo Come la 
fottangente del fiftema , in cui fono noti i logaritmi, 
alla fottangente dell’ altro fiftema , così il noto loga- 
ritmo di qualfivoglia numero al quarto , farà quello 
quarto proporzionale il logaritmo del medefimò nume- 
ro nel fiftema nuovo . Così effendo o . 3010300 il lo- 
garitmo del numero 2 nel fiftema volgare delle tavo- , 
le, ed effendo (n.14. )o. 4342945 la fottangente del 
fiftema , fe fi farà o . 4342945 : 1 : : o . 3010300 al quar- 
to , che farà 0.6931472^1 avrà in quello squarto il 
logaritmo del medeiimo numero 2 nel fiftema , che ha 
per fottangente P unità, cioè farà 0.6931472 il loga- 
ritmo iperbolico di 2 : e tale in fatti e (lato trovato 
al numero precedente . Viceverfa noti v logaritmi di 
un medefimò numero in due fiftemi diverfi , per uno ' . 
de’ quali fi ignori la fottangente., fi potrà fempretto*- 

va- 
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vare’ la fottangente ignota facendo come il logaritmo 
del numero nel fiftema, in cui è nota la fottangen- 
te, al logaritmo del medefimo numero nell’ altro Me- 
nta , così la fottangente nota al quarto proporzionale. 
In quella maniera li poteva , trovato il logaritmo i- 

f >erbolico d’ un numero qualunque, come 2 , trovare 
a fottangente del fiftema volgare delle tavole , e lì 
farebbe così sfuggita la pena di fommar molti termi- 
ni del denominatore nel valore della fottangente a 
efprelfo per la bafe e trovato al n. 12 . 

XVII. Che fe fupporremo note non già lefottan* 
genti dei fiftemi , ma le bali , per trovare mediante i 
logaritmi dei numeri in un fiftema i logaritmi dei me- 
detimi numeri nell’ altro , avvertali , che fuppolta e 
la bafe di un fillema , b la bafe dell’ altro , farà [ n. 
io ) nel primo liftema e* —y y nel fecondo b*—y ,-e 
però e* — b % , e prendendo i logaritmi da ambe le par- 
ti nel liftema che ha e per baie , x — zlb ; dove ef- 
fendo x — ly nel medefimo liftema, li avr ily—zlb, 

cioè z r= : ma per I* equazione b z — y abbiamo z—ly 

prefo nel fillema che ha per bafe b ; dunque prefo il 
logaritmo della bafe b nel fillema , che ha per bafe e, 
e per eflò dividendo il logaritmo di qualfivoglia nu- 
mero y prefo nello fteflo fillema , che ha per oafe e, 
fi ottiene il logaritmo del medefimo numero y nel fi- 
ftema, che ha per bafe b . Qui pure fi vede come da- 
ti, i logaritmi di un medefimo numero in due fiftemi di- 
gerii , c nota la bafe dell’ uno , fi polTa trovar lubito 
ia bafe dell’ altro . 

XVIII. V ufo dei logaritmi è nccelfario alla fo- 
iu^ione di quei problemi , che portano 1’ incognita ne- 
gli -e/poncnti. Diamone un efempio femplice. Debba- 

f\ 
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. ..il* 3 I 

anni tara -2 — a 4- 2_ * , cioè 


fi trovare in quanti anni un fondo , che ogni anno ere* 
fcc della fua trentèlima parte , diverrà decuplo di quel 
che ora fia,. Poniamo, che il fondo fia ora a: fra un’ 

anno farà divenuto *4-JL, cioè 3 —: fra due anni 

farà LLf^llf=llAl 2 ±ll = lIl a . fra tre 
- io 30* 30* 7* ' r tre 

— * . l 

1 " * 3 I a( 304-1) ' - 

. " « T " ) v*yv — ■ 1 ■ ■ 

- 3 ° 30 3 30^ 

5 tJ •* . 

77j a ; c così facilmente fi vede che fra quattro an- 
ni farà L^- a , e generalmente fra anni x fàrà li!,/. 

30 - 3 o* 

Se dunque x farà il numero d* anni cercato, dovrà 

c,rcre a = 1 0 a > cioè ) = io , e prendendo 

da una parte e dall’ altra i logaritmi nel medefiirto 
fiftema , qualunque egli fia , purché il protonumero fia 

1’ unità, x/ii^x/xo, o fia x (/$ x _ — /j o) = /i o, 

onde x = ^30 ’ PrCfi * *°S aritmi dal fiftema». 

volgare delle tavole, s’ avrà / 1 o = 1 . 0000000, 

^ 3 1 — - 1 • 49 I 3 < ^ I 7 j / 3 o = x . 4771212 , e quindi 
1 . 0000000 1 0000000 < . 

x — . ' , « ) che dà x — anni 70, , 

0.0142405 142405 ' * 

mefi 2, giorni 20 proflimamente * 

XIX. Ma veniamo alla maniera di differenziare ,* 
e, di integrare le quantità, quando contengono loga- 
ritmi , o eiponenziali . Già al n. 17, del capo prece- 

%ni - «• l dei»- 
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dente fi è veduto , che generalmente 11 differen- 
ziale di IV, dove V è una funzione qualunque d’ 


adV 


una , o più variabili, è — y- , fuppofta a la fottangen- 


adV 


te del fiftema; e che viceverfa P integrale di - 

b.lV prefo nel fiftema , che ha per fottangente a . 
D’ ora innanzi per maggior lemplicità fupporremo la 
fottangente = i . . • 

' X/\. Se il logaritmo da differenziare forte eleva- 
to ad una poterti qualunque data m, cioè. forte (/ V) m , 
tenendo la regola generale del n. 3. Cap. 3, fi avreb- 
be m ( l V') m ~' Infatti porto IV—z,[sliìl ‘i^zz.dz, 

e (,/ V)’ n — onde d . (I V) H> — m z m ~ 1 d z , cioè fat- 
te le foftituziorii del valore di a e di dz , d.(lV) m 

dV 

= *( ivr- 1 ^ 

XXI. Sia ora da differenziare llx, cioè il logaritmo 

del logaritmo di x. Pongafi Ix — y, onde ~~dy, 

x 

e tlxz=lj , e però differenziando d . llx=. — , cioè 

y 

* * ' • d X 

fortituito- il valore di dy > e di y , d . 1 1 x =z — — . 

X l X 

Che fe fi" dovette differenziare lllx , cioè il logarit- 
mo delle quantità differenziata or ora; facendo que- 
lla quantità', cioè llx — z, onde fia III x — l z , c 

quindi d .11 lx =1^ > fi avrà per quel che fi è poco 

Zj 
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fa moftrato ondc f attc j c fortituzìonl del 

valore di d z , e di * , farà d l n A v 

V^À rh°i' csl ! endc ì avanti con Io fteflo metodo , fi tro- 
mero dellf^f 3 ferite d . 1 * x , dove « denota il nu- 
voltCj che s’ intende ripetuto il fogno lo- 
garitmico l , farà =z ^ x - 

YVTT n ■ ' 1 x l x . 1 1 1 x 

le da?/ ni; qUc(il P rir ?cipii , e con le. altre rego- 
le fòrmnl/. P l P rec cdenti per la differenziazione del- 

iro- -, a- c ^P re ^ e P er un * o più variabili, non farà 

difficile di trovare il differenziale di qualf. voglia quan- 
tità insolvente logaritmi. Sia a cagion d’efempioda 
tiovare il differenziale dall’arco di circolo, che ha per 

ìaggio /r, e per tangente prefi i logaritmi nella loga- 
ritmica, che ha per fottangente b . Supporto — —z- , farà 

llx 

( n.5 Cap.vr. ) il ricercato differenziale — . Ora 


G A PO VII. 


*7 


(Tùy 

2 V d xl bx — 

Dunque n z 

, ( llx ) z 

r= 2 xdxlx.llx — bixdC. 


b 1 x d x 

“TX 


X l X 


5 e però il differenziale, 


lx{ll x y. 

che fi cerca — 2 a x x d x l x , 1 1 x — xdx 

x* 




(llx) 

1 2 
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Z^xdxlx.llx — tf 1 -* 4 *dx 

— - _ — — ■ ■ ■ i .■ * i ■■■ # 

«*( / / x ) 1 -4-x'* . / x 

XXIII. Per integrare le quantità, quando involvono 
logaritmi , avvertati primieramente , che fé farà pro- 

pjfta la formola K— , dove V fia una funzione di lx t 

d x *■ 

fatta la foftituzione /x = «, onde fia — — du % fi 

X 

convertirà la formola in queft’ altra Vdu> dove elTen- 
do V una funzione di «,fi potrà integrare con le re- # 
gole ordinarie del calcolo integrale . 

• XXIV. Che fe la formola propofla farà dV IV ^ 
dove d P fia il differenziale d’ una funzione qualun- 
que P di x, ed V pure fia un’altra funzione di x , fic- 

come il differenziale di PIV è d P l V-+- , p— , co- 
si integrando fi avrà P lVz=. S d P IV -t- £ — p — , on- 

P dV 

de P integrale cercato farà SdP l V~P l V- — S — p— » 

dove effendo P ed V funzioni di x fi otterrà la part» 

5 —p~ con le regole ordinarie del calcolo integrale. 

XXV. Sia ora da integrare d P ( I x)", dove dP 
è il differenziale d’ una funzione P qualfivoglia dix. 
Anche qui integrando per parti fi avrà S d P (/ x)"z=z 

P( / ,v )** 5 ”■ x ( 1 — j perciocché il differen- 


zia- 

/ 
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H?dx(lxy- 1 ~ 
zulc di P(/x)"> C dP(/x)"H ~ °* 

P d x 

ta eflendo P una funzione di x> — iàrà una quan- 
tità , di cui per le regole ordinarie del calcolo inte- 
grale li potrà ottenere in qualche maniera 1 integra- 
le > fhe fupporremo == Q j onde fia — — — =zd Qj Sa- 
rà dunque S d P ( / x )* = P ( / x}* — S n A Qi ( /x)*- 1 , 
dove la feconda parte è una forinola della ftena na- 
tura che la propoftà . Con lo fteffb metodo adunque 
fi avrà S n d 1 * )’* -1 = n QS ^ * )" 1 — 

s c quindi SdP(l xy =P(/ x)» 

n . n< — I. Qdx(l x Y- x . 

— fi QSt*r- l + s : X * Rl P cten ' 

do circa la quantità — il difeorfo fatto circa la-» 

x 

, e ponendo — dR t avraflx SdP ( 7 x 

x x 

p — H p(lxy- 1 I. R (/x)*- 1 — 


n.n — 1 . « — 2 . R d x (lx) n - } 


>dove apparifee fa- 


cilmente 1’ ordine della ferie ; la quale fempre fi tron- 
cherà , quando fia « numero, intiero pofitivo. 

XXVI. Se la quantità da integrare fofle— — } 

efprimendo M una funzionq-'til x, fuppongafi la for- 

mo- 
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libro t. 

d x 


mola propofta effere Mx : — . poiché* l’ integra- 

X ( l x) n ° 

d x . \ i 

^7 e ( "• m ) ' fi avri 

5+ 


le- di 


w » 

tegrando al folito per parti S 


— Mx 


K d x 


Uxy («— o( /j 0" 


f7 ;_ ( / x »-i » dove è ru PP° fto N d x-d (Af x). 


Ora la parte fommatoria è una forinola della natura 
ftefla della propofta , onde trattandola al medefimo mo- 
N d x — N x 

+■ 


do fi avrà S. 


(«— 0 (l x/-‘ («— 1 )(«— a) (/x)"- 1 

P d x 

- fuppofio P d x — d (Nx). Per- 


( w — 1 J ( « — 2 ) (1 *) 
ciò 1’ integrale ricercato prenderà quella forma 


— M x 


K 


(»— I ) ( 1 x Y Tl ( n — l ) C »— 2 ) ( / *)■-» 

S > dov = «««ndo la fornirà- 

toria fempre con lo flefib metodo fi troverà I* ordi- 
ne della ferie j che nafee per 1* 'efprellione dell’ inte- 
grale cercato, e apparirà, che cflendo « numero in- 
tiero pofitiv» , fi dovrà finalmeate giungere al termine 

1 . Vdx . . 

; — rr — - ■ S -, dall ìntc- 

(«_ /x - 

grazione del quale dipenderà per confegucnza 1’ inte- 
graztene della forinola propofta . 


XXVII. 
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XXVII. Se la formola farà di quella natura 

' * d X 

per le cofe dette al n. 

xlx.llx.lllx.hx.... l n ~. l x 

21 . ognun vede, che 1’ integrale è l n x. 

XXVIII. Veniamo alle quantità efponenziali , del- 
ie quali la differenziazione è fempre facile , facendo 
con una foftituzione palleggio da effe a quantità lo- 
garìtmiche . Gli efempì porran la cofa in chiaro . Sia 
a* da differenziare. Pongali a*—u. Sarà la x — lu, 
ed x l a — l u j e differenziando , fuppofta fempre per 
maggiore fpeditezza la fottangente della logaritmica 

r= i , dxln — ~ ) cioè u d x l<t> o fia a x d x l a~d u } 
u 

che è il differenziai cercato, giacché la quantità prò- 
pòrta da differenziare fu fuppolla — u , di cui b duì\ 
differenziale. Sia z x da differenziare. Fatta z x u , 
fi avrà lz x — lu<, o fia x/z>— /«, e differenziando 

, . x d z du d u , , x j i 

d x l z~\~ — — — — _ , onde d uz=z z d xJ z 

z u z x 

x Z*- 1 d z , che è il differenziale cercato . 

jt 

Similmente fe fi dovrà differenziare z > polla-» 

^ ' y 

quella quantità farà /z X =7», cioè x y lz—ÌHi 

e differenziando / z . d . x y ■+- x % — = — • 

z « 

Ma per 1’ eferrpio precedente d t? — x y d y l x 
-)-y x d x , dunque x d y l x l z-^y x d x l z -f- 

x 
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v > ‘Lh == jLH. , e finalmente dnz=. z* / x. / z -f- 


X y-t , . , x y y ri z 

1 z x d x / * + a * — . 

' z, 


XXIX. Quanto all’ -integrazione delle formole , 
in cui entrano efponenziali , fi potrà ella tentare col 
foftituire in luogo dell’ elponenziale una variabile pro- 
curando di convertir così la forinola in un’ altra, che 
fia libera dagli efponenziali. Sia da integrare a x dx. 
Pongali a* — u ; prefi i logaritmi farà x l a=zl u, c 

differenziando d xla z=i — , onde d x — , e quin- 


d u , tt 

di a* d x = — . Ora integrando fi avrà S a*d x = - — , 
la ■ 1 d ■ 

a* 

e reftituendo il valore di », Sa x dx = — . 

I a 

XXX. Eflendo e il numero, il cui logaritmo i- 

{ >erbolico è = i » e P una funzione di x, 1’ integra- 
e di c* [d P - 4 -P d x] fi troverà elfere e x P. Infatti 
c* [ d P-f-P d x] = e x d P-4-e* P x. Suppongali e x =zz . 
Sarà xle — lz , cioè x— /z> , e differenziando 

d x=z — . Fatte le foftituzioni , la formola propolla 
z 

diventa z d P-f- P d z , il cui integrale h zP . Onde 
reftituendo il valor di z farà Sc*(dF~bPdx) =z 
e x P. 

XXXI. Sia ora a x Zdx t dove Z efprima unjL-, 
funzione di x . Suppongali SZ dx = P. Integrando 

per 
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Il 

per parti , fi avrà S a* Z d x =± P a* — l a S a* F d x . 
Nello fteflo modo Supponendo S F d x =r , farà 
Sa* Fdx=i Qjt * — l a S a* Qji x , e però .S a* Z d x — 
Fa * — - / a . Qj* x •+- ( / a )* S a* Qjì x . Di nuovo Sup- 
ponendo S Qd x — R , indi S K d x—T ) e così di mu- 
ro in mano , e tenendo lo fteflb ordine , fi troverà 
S a* Z dx=zF a*— l a. £_«*-+-(/«)» R a* —(la)* 
Ta* ±(l a) r S T a* d x , dove r è (empre un nu- 

mero intiero , ed T una funzione di x , e potrà 
S T a* d x in qualche cafo efler integrabile, o alme- 
no così femplice , che per tal modp la integrazione 
della forinola propofta S a* Z d x fi poffk dire ridotta 
a dipendere dall’ integrazione d’ una forinola fempli- 
cìflìma . y 

Ma potrà talora portare anche maggior femplici- 
tà 1’ integrazione trattata in quell* altro modo , cioè 

" * d* 

prendali 1’ integrale di a* d x , che ( n. 29) è — , e 

riguardili come una parte dell’ integrale della formo- 
la propofta a* Z d x . Integrando per parti in quello 

u x Z 1 

fuppofto , fi avrà S a* Z d x — — S a* 'F d x } 

la la 

fuppofta d Z — F d x . La parte lbmmatoria , elfendo 
della ftefia forma, che la quantità propofta, fi tratti all» 

fteflo modo, e avralfi S a* F d x-=.~ — - — l —S a* G d x, 

la la 

fuppofta d Fz=. Gd x . Per Io che farà 1 ’ integrale cer- 
a* Z a* F r 

cato = — 1 S a* G d x . Ora prole- 

la (la ) 1 (la ) 1 v 

guendo avanti con lo fteflo metodo fi giungerà ad u- 
na fc m matoria. fcmplicilfima , e così 1’ integrale cer- 
Tom. II. K ca- 
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cato farà condotto a dipendere dall’ Integrazione la 
più femplice che fia portìbile. Ha di comodo quello 
fecondo metodo, che in elfo le funzioni F, C ec. fi 
determinano fenzà bifogno d’ integrazione . 

XXXII. Riufcirà non rade volte comoda 1 ’ inte- 
grazione per ferie, buttando cioè in ferie le quan- 
tità efponenziali. A quell’ effetto fuppongafi/t l =^f-j- 
B z *+-C z 1 D z } E z* ec. Siccome porta z — o 

diventa a* — i y così è chiaro che farà A — i . Ciò 
premevo fi prendano i logaritmi di quà e di là , e fa- 
rà z l a / ( i — |— B z — j— C z 1 — D Z* — ■ E ec. ) , on- 
de' differenziando avremo 

B d z zC z d z-J-} Dr‘d z+4 E z ì d z ec. 

d Zi l ti m . — — ■ . i ■ — ■ ■ ■ i ■■ ■■ ■ — » 

X — j— Jj Zi — { ■ C z> x j — «O • | ■* h > Zj"^ cc. 

Dividendo per dz y e riducendo 1 ’ eguaglianza a zero } 
farà B 4- 2 C a -+• 3 D z l 4 £ ** ec._ 

la — Bzla — C z l l a — D z 3 1 a ec. 

Facendo ciafcun termine — o, caveremo B — la . 

C=ztl- - 1 ^*, D- Cla - {la) \ E — DU ~ 
z z 3 2.3’ 4 

V*) A 


, e così via decorrendo . Dunque 
z*(lay zHlay 


2 • 3 


l -4 


2 

zU la )' ec , 

2-3.4- 5 

XXXIII. Se la quantità propofta forte x 
do f:mpre lecito fupporre x x =<i 1, , fi avrebbe .v / x 
— zia. Dunque porta nella ferie ritrovata x / x in 

vece di zla y fi troverebbe x* — 1 + x / x 4- ’lSiJlL 

■ 4 ~ 


*, eflen- 


' 


I 
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e 4 v o vii, 

_,. »*(/*)» , cc> 

2 • 3 2.3.4. 2.3.4. 5 

XXXIV. Sia ora da integrare la formola x x dx. 
Softituendo alla quantità x* la ferie a lei eguale , fi 

avrà x*dx — dx-\-xdxlx-\- 

2r 

x^dxClxV x*dx(lx)4 xtdxflxy * , 

— - H — H i ec. Si of- 

2.3 2-3-4 2 • 3-4-5 

fervi, che per il n. 25 ., facendo ivi d P “ x" d x , 

. V d x , x n d x 
, e quindi — — , 


onde P — 


x" + f 


«4-i 


« 4-1 


v f - 

onde £)j= — j e cosi via decorrendo , fi trova 

« 4~i 

Sx’Jx(ixy _ »«■♦■(/«)— 

»4-i — — » 

«4-i 

».«— 1 . x" + * (7 „ , , 

■ — - — ec. Per la qual cofa polla «=z, 

» 4-1 . • 

farà S x d x l x — — £ 2 — fL. , e porta n = 2 > farà 

2 4 

Sx>jx(lxy- X, ( l *y l*'( Ix) , »«».' cpo . 

3 • 5 » 27 

fla »=3 , farà 

4 ìò 

H , e così di feguito. Perciò 

64 2 56 

integrando % termine per termine P equazione x*.dx 

K 2 ■ * • ss, 
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1 *-3 

y 4 (/x(/x) 4 e . K 

ec. Si avrà il ricercato integrale S x* dx 

2.3.4 & ' 

= x+ yI C /y ) _ Jfa jl *Hl*) x x'(lx) x? 

ec. dove non è 


2 4 2.3 9 

* 4 ( / a -)» x*(he)*^x<(lx) x 4 

2.3.4 1 ■ 1 6 Ó4 v 25 ó 

difficile veder l* ordine r e accorgerli a. cagion d’ e- 
fempioj che i termini feguenti , che fono 1 ’ integrale 
del quinto termine della ferie equivalente alla for mo- 
ia data, faranno — * 5 ( 1 , *H l *) x _ 

2.3.45 2.3.25 2 . 125 

X f ( lx) X 1 

~~r H . - . 

ó 2 5 3125 


XXXV. Chiuderemo queiìo capo coll’ indicare T 
ufo che poflono avere i logaritmi per dimoftrar como- 
damente alcuni dei principali teoremi dell’ Analifi, il 
qual .-ufo potrà anche effonderti a feoprirne dei nuovi. 

Sia la poteftà indefinita «+*• del binomio tt-\~x * 

Suppongafi efla eguale ad una ferie, così a^-'x — 
■d B *-+• C- x 2 -+- D x J -f- E x*> ec. Porta x 0 , refta 
a ” — A • Dunque ponendo a " in luogo di A , e pren- 
dendo i logaritmi da una parte e dall’ altra , farà 
11 1 (a -f-x) — l ( a” 4-5 x C x* D xi+E x 4 ec .) 3 

e differenziando^-^— — 

* — J— x ■ • 


'Edx-\-iCxdx-\-‘$Dx*dx-{- q E x' Jx ec. 
*" t x* + Dxi + E 


. Divi- 
_den- 


l 

\ I 
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dendo per d x , e riducendo 1’ equazione al zero t farà 

4 B 4- 2 dCx-j-jtfDx*-|-4«£x3 ec. 

4- £x+ 2 C x 1 $ D x» ec. = o 

— «4" — «Bx — n C x 2 — « D x J ec. 

Poni i termini a un per uno = o , fi avrà B — u a n ~\ 

n — i .B n.ti — i . M n ~ 2 « — 2. C 

C = — , D — 


2 a 


2 . 


3 « 


« . n — I . n — 2 . 4®"* 

ri 




n — ■ 3 . D 

A A ~ 


n. ii — i . « — 2. n — 3 . a*-* 


; e cosi via dilcorrcndo. 


t . 3 . 4 

Sommiti pertanto quelli valori nella ferie fuppofta, fì 

— — — * „ „ . n . n — i . a •-* *•* 

arra a 4-x =a"4- ». 4”- I x4 ' f 


n ,_n — i.» — z.a w ~ìxì ' n.n—i.H — 2.» — 

2 • 3 1 i • 3 • 4 

ec. che è la nota ferie della poteftà del binomio'. 

XXXVI. Il Newton nella fua Aritmetica univer- 
f*Ie dice , che & p* q> r , s-, t , u ec. faranno i coef- 
ficienti dei termini dell’ equazione col fegno mutato, 
ed / fia la lèmma dei valori dell’ incognita , b la fom- 
ma dei loro quadrati, c la fomma dei cubi, d quel- 
la delle quarte poteftà , e quella delle quinte , / del- 
le ielle ec. , farà J 


/=/ 


-\ 
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L 1 B K O 


K, = l " ' # ' 

p;-h 2? — * 

P ù -hq l-+- 3 r = C 

pC qb-%- r l “4-4 s — d 

p d — 4 — q c — f- t b —f- $ / -+- 5 t e 

/>*-+- q d-±- r c •+- s b -+- 1 1 •+■ 6 ur=.f 

ec. 

A dimoiar quello teorema , (apponiamo 1 * equazione 
x m — p x m ~ l — q x m ~ x — r x m ~i — s x’* - * — t x m ~i — u x m ~ g 
ec. — 0 rapprelentata per Z , onde fia d Z—m x m ~ l d x—> 
(>« — 1)^ x m ~ * d x — (>ju — 2 )q x m ~' i d x— (nt — g)r x m ~*dx : 
— ( m — 4 )s x m ~i d x — ( m — 5 ) t x m ~ 6 d x — 

( m — 6 ) u x m - 2 dx ec. I valori dell’ incognita x 
nell’ equazione Z fieno <p , fx , X , * , { , w , ». ec. 
Sarà per la natura d elle eq uazioni Z = x—5p). x — fi. 

x — X.x — 7T . x — i.x — ut . x — n ec. t e prendendo 
i logaritmi / Z = / (x — <p ) -4- / ( x — jx ) 4- / ( x — X) 
4- / ( x — 7r)-4-/( x— s ) - 4 - / ( x — w ) 4- / (x — vi) ec. 

e differenziando = ■— * -4 — — — 1- 4- 

» Z x — (p x — j u x — X 

dx, . d x d x d x 


X — 7T x — £ x — W X — >) 


ec. , cioè foftituendo 
d x 


in luogo di d Z il fuo valore) e dividendo per A 

m x m ~ l — (>n — 1) p x"-» — (m —2) q x m ~ ì — (m — 3) r x "~4 
— ( « — 4 ) s x m -t — ( m — 5 ) t x m ~ 6 — («— ó) « x ^-7 ec. 


x — w 


— Z Z | ~ 

X — <p X — fX X X X — 7T X S 

Z 

- ec. Ora dividendo l’equazione rapprefentata da 

x — K '• ■. Z 

Z per X — <p , fi avrà — — = x m -* 4- ( <p — p ) x w -» 

4 - 
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*-7 cc. : 


tu x®- 1 — ( «— 1 ) p *“-* *— ( * - 

t)x m ' 6 e 

*"'* 4- ( q—P ) C^ 1 — t/’— ^ ) *"'* 4* ( $ 3 — < f x>0 ^ ( 

•+* * m " , -+- ( fi—p ) *" _2 4- ( /**— ^ ?— q ) 'V”" 3 ■+* C /* 3 — ^ x *-6 ( 

4 -x»-* 4. ( X — p) X*- 1 -1- ( X*— X 7 ) x ot -3 4 - (X3 — X 1 ?- 

H- ec. -f- cc. 4- ec. 4- ec. 
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<PP— v)*"-* 4 - (tp’ — Vp—Qq—r)*"- 4 

-f- ( $ 4 — , qp3p — cp*q — qj r — f) X m -f 

4- ( (p* — q >4 p — q^q — qi 3 r — qp s-r- 1 ) x m ~* ec. , dove 

facilmente apparifee 1 ’ ordine della ferie . E’ chiaro 

Z Z 

che farà data in ferie per /x , come è da- 


X — [A 


X — <p 

eftenda all* altre formolecte 


ta per , il che s 

Z z . 

, ec. Dunque foftituendo in luogo di cia- 

X — X X — 7T 


feuna formoletta la ferie equivalente , 1* equazione-# 
farà ( Ta-vola ) 

Effondo i binomii x — <» , x — fx , x — X ec. , e però' 

L , . . z z z 

anche le frazioni , — — , ec..tante,quan- 

x — <p x — /x. x — X 

te le unità dell’ efponente m , ancor ciafcun termine 
della feconda parte dell’ equazione farà una ferie di 
tanti termini, quante fono le unità del numero m , 
Dunque 1 ’ equazione fi potrà efprimer così 
m x m ~ l — ( m — i ) p x m ~* — ( m — z ) q x m ~* 

— . ( m — . 3 ) r x TO_ 4 — ( m — 4 ) : x m ~V — ( m •— 5 ) f x m ~ A 
— ( m — 6 ) « x"" 7 ec. — 

m ( / — m p ) x m ~ 1 -\-(b — lp — ni q) x m ~* 

-{- ( c — b p — l q — m r) x m ~* 

•+• ( /i — ■ c p — b q — Ir — .mj] X m_ 5 

►4- ( e — dp — c q — br — -Ir — m t ) x m ~ 6 ec. 

Dove trovandoli le fteffe poteffà della x dall’ una e 
dall’ altra parte , bifògnei à , perchè fuffifta 1* eguagli- 
anza , che i coefficienti da una parte fieno eguali- ai 
corrifp ondenti coefficienti dall’ altra . Dunque inllitu- 
cndo i paragoni fi avrà 


J 
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P-I 

p l -4-2 f = b 

p b ql 1 r — c x 

r *-+- q b -+- »' l -h 4 * — * 

pd-\-qc-\-rb-+-sl-\-lt — e 

A 0 «. » * 

cc. 

Che fono appunto le eguaglianze , che erano fiate pro- 
poftc da dimoftrare. 


CAPO Vili. 

■; Dell' Integrazione delle Frazioni razionali. 

» » 

I. T)E r frazione razionale altro non intendiamo fe 
X non fe la differenza della variabile moltiplica- 
ta e divifa per una funzione razionale della fteiìa va- 
riabile; tale è la formula 

( x* -U a x* — 2 a* x — a* ) d x _ . _ 

r , ■ , ; — - . Quelle formole, co- 

a x 3 — a 1 x 1 -4- 2 ai x -f- a 1 * ^ 

me ciafcun vede, fi fcindono in più formole , in cui 
qualche potefìà dèlia variabile moltiplicata pel diffe- 
renziale di lei viene divifa da una funzione raziona- 
le ed intiera della fteffa variabile ; dunque fe fapremo 
integrare quelle formole fapremo ancora integrar*.-* 
quelle .■> 

II. Prima di paffare a difcorrere dell’ integrazio- 
ne delle formole qui fopra accennate non farà fuori 

di propofito richiamare ( alla memoria ciocché fi èdet- 

■* 

to nel capoó.^cioè che la forinola bl fi integra 

x-±;a 

coll’ ajuto dei logaritmi , e che perciò (iaS + — A 

.v db a 


I 
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— -+- - 1 - L x-*-a j c è la fottotangente del fiftema lo- 
c 

«aritmico . Dai logaritmi dipende ancora la fomma_. 

x** d x • « 

della formola , imperciocché dividendo attual- 

x + a r 

mente il numeratore x" pel denominatore x-f -a fino 
a tanto che 1’ efponente di x fia zero , avremo 

- — — x” ~ 1 d x — a x" -* d x-{- a 1 x n d x .. . . ± 
x-\-a . - 

il fegno vale Te n fia pari, il — fc fia difi> 


x-\ -a. 


pari ; ora tutte quelle formole fono algcbraicamentc 
integrabili, fuorché 1* ultima ,' che dipende, come cia- 
fcun vede, dai logaritmi . Con un metodo quali confi- 
mile all* efpollo li prova che dipende dai logaritmi 1* 

d x • 

integrazione della formola ■ - - , imperciocché 

x" . x~{-a 

difpofta la formola nella feguente maniera — ~ , 

& . a x"H-x”t' 

ed efeguita attualmente la divifione continua del nu- 
meratore pel denominatore , ordinando la divifione^ 

per a , la tormola fi convertirà nelle feguenti ^ v 


a x 


d x 


rrrH- 


d x 


d x 


u* x“ — ■ ai x--* a ”.x~ha 

gno di fopra vale, quando « fia difpari , 1’ inferiore 
quando fu pari. Quelli termini fono tutti algebraica- 
mentc integrabili a rilerva dei due ultimi, che dipcn- 


il fé- 


?cw. II. 


L 


do- 
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$2 


X lì 


fi in- 


dono dai logaritmi . La formola ancora 

x 1 a 1 

tegra mediante i logaritmi; perchè porta x l =:j,farà 

x d x — — , e foftituendo farà — -- ^_ Y — == — — * — 
2 xx — a a 2 ,/ 4 

formola logaritmica. 

III. Similmente abbiamo' veduto nel Capo <5. 

che la formola differenziale efprime 1* eie- 

xx-t -a a 

mento dell’ arco circolare , che abbia per feno tutt* 

. . <- i a 1 d x 

*> e per tangente x, e che la formola 

X X | & & 

efprime Io fteffo elemento, col folo divario, che le x 
fono prefe nella cotangente ; e perciò la formola,. 

x u d X 

di — fe n fia pari dipenderà dalla quadratura-. 

del cerchio, perchè colla continua divifione fi giunge 
finalmente , dopo alquanti termini algebraicamente^ 

integrabili, ad una frazione di quella forma — — — , 

, xx-f-4 a. 

che fi integra mediante il circolo ; fe poi « fia difpa- 
ri , 1 ultimo termine della divifione non integrabile 


algcbraicamente farà 




d x 


, che fomraafi coll’ a- 


x x-+~aa 

juto dei logaritmi, come fi è notato al numero prece- 
dente . 

IV. L* integrazione ancora della formola 


x" d x 




o è algebraica, o fi riduce alla qua- 

dra- 
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dratura del circolo , e dell’ Iperboli ; imperciocché 
porta x b — z , farà xx+ 2 ix + ii = zz, dal 
che ricavali x x z b x 4-/g== & — bb -\-fg , e_> 

porta /g — r£ é z=zaa, ed eleguite le opportune fofti- 
tuzioni , la formola propofta fi ridice alla feguente_/ 


! , la quale , come abbiamo detto nei pa- 

**-f - aa 

ragrafi precedenti , non eccede la quadratura del cir- 
colo , e dell’ Iperbola . 

V. Dall* Integrazione delle fopraindicate formole 
dipende 1* integrazione di qualunque frazione raziona- 
le , purché il di lei denominatore fia una funzione^» 
razionale rifolubile ia fattori reali di primo, o di fe- 
condo grado; imperciocché farà fempre in nortra balìa 
fóndere la propofta frazione in altrettante frazioni 
quanti fono i fattori del denominatore, ciafcuna delle 
quali abbia per denominatore foltanto uno dei fattori 
predetti ; ficchè la propofta frazione razionale fi tro- 
verà uguale a frazioni , che avranno la forma dello 
frazioni dei paragrafi precedenti . Facciamo in primo 
luogo vedere qucrta verità , quando il divil'ore dello 
frazione è rifolubile in fattori reali di primo grado ; 
a quell’ oggetto diftinguo il cafo in cui i fattori reali 
di primo grado fono tutti difuguali , dal cafo in cui 
havvi dei fattori uguali fra di loro . Sieno adunquo 
in primo luogo difuguali tutti i fattori reali di primo 
grado del denominatore ; e fi debbano determinare 
tutte le frazioni corrifpondenti a quefti denominatori, 
le quali fommate infiemc eguaglino la propofta . La 


frazione proporta fi feriva così — — ; M fia una_ 

N . x-i -a 

funzione razionale, e intiera della x; N fia il pro- 

L z dot- 


Digitized by Google 



\ 




.84 'il I B R 0 I. 

•m 


♦ dotto di tutti i fattori di primo grado del denomina- 
tore meno un fattore razionale x-f-a ,di cui fi cer- 
ca la frazione -corrifpondente . Fingo la frazione 

M d x A d x S d x • 

— = ( ; A è una conante da de- 

N .x-\-a x-t-a N 

terminarti; S dee eflfcre una funzione intiera della x, 
altrimenti ridotte le due ultime frazioni alla ftefia de- 
nominazione , fi avrebbe nel denominatore un altro 

divifore diverfo da N , e da x-f -a ; il che è contro 1 ’ 
ipotefi. Riduciamo ora le frazioni alla ftefla denomi- 
nazione} le quali fommace, otterremo 

N A d x - 4 - 5 . x— f— a . d x M d x 

• — — ■ — ; e perciò ^N-f- 

x-\-a . N ' x~\-a . H 


S.x-+-u — M * ed S = — il— .Dovendo eflerela 

x-4- u 

S una funzione razionale, ed intiera, farà M — -A N 
di vi fìbile per x -| - a- } porta pertanto x ±z — a , farà 

M — AKz=:o, oflìa A — — , quando in M , ed N 


fi feriva — a invece della x . 

VI. Veniamo agli efempi . Sia una frazione pura_. 
A ?€ (i X 

, e debbafi ritrovare la frazione fem- 

x — 2 a . x x — a a 

plice conveniente al fattore x — 2 a. Sia quella 

— , e quella che conviene al divifore xx — a a. 

a — 2 « 


fia. 


Fd 


acciocché fia 


a x d x 


x — 2 a . xx — ah 

Ad x 
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Ad v 


capo ni i 

* 

S dx 


*5 K 


; farà M — a x , N=:x x—- a «y 

x — 2 u xx — «a 

orule porta 2 <* in vece di xlnM ed N turkM—iaa , 

... M za a 2, 

H z= 2 a it: e perciò A~—- — — — : dunque 

H iaa 1 


_ . Con fimiltj 


la frazione ricercata farà — . — — 

3 x — za 

metodo fi ritrova la frazione che conviene al fattore 
A. d x 

x-f-tf; fia quella -* , 1’ altra frazione da aggiun- 

x-f- a 

gerfi acciocché fia erta eguale alla propofta farà 
- — . , dunque avremo M — ttx , N — 

XX 3 « X -f- 2 4 

xx — 3 /* x-f- 2 «<* , e follituita — a per x } farà 

M a a 

M — — a a , N —6 aa; dunque A — — = ■ 


N 


6 a a 


= ^- } e la frazione conveniente al fattore x + a 


d x 


.. Per determinare la frazione che con- 


farà— 

6 . x-|- a 

viene al fattore x — <*, fi adoperi lo fteffo metodo, 

cioè fi finga la propofta frazione eguale ad 

c ; x — a 

b dx 

H ; dunque farà M — a x, N =z x x 

xx — a x — 2 ua 

— ax — zaa y c pofta x—it , farà Mz=:a a , N-= — zeta 
dunque A — ■ — , e perciò la frazione ricercata fa- 

A» 


rà 
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<. xà — - ; ed in fatti le tre frazioni così deter- 

2 . • * ' 
minate fe fi riducano alla ftefla denominazione, rc- 
ftituifcono la frazion propofta . 

VII. La frazione a a d x — ferva pure di 
x — a . x x a a 

efempio. Quella fi finga eguale alle due — ■ * 4- 
„ , — a. 

S d x 


xx -j - a a 
x 


, farà M = a a , K z=z x x a a , e pnft a r 

M 


— a , farà N = 2 a a , dunque A = — = — ; 


dunque la frazione femplice farà 


d x 


2 . x — a 


P altra farà — — 


d x . x — ) -a 


2 . x x-\-a a 


Vili. Palliamo al cafo, in cui i fattori fempfici 
del divifore della frazione fieno eguali, e diamo prin- 
cipio dal fupporre due fattori eguali foltanto . La fra- 
zione adunque c{ie fi propone fia — M d * , i n cui 


N . x-H a 

K non contenga x a. Si finga la frazione corrifpon- 
dente al fattore x^f-a eflere A x , e P al- 

tra corrifpondente ad K eflere il ; dunque farà 


M 
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Vili. 


M 


X-\-A ,N x + a 


A x-\~ B S .. 

- + ~H ; * PCrC ‘ 4 


M — N . A x B 


— S. Comecché S dee cflere una 


x 

funzione intiera, neceflariamente la quantità M — N 

. Ax-t-B farà due volte divifibile per x 4- -«, e perciò 
porto in erta — «in vece della x y diverrà erta zero, 

M 

e cosi verrà determinata la B, cioè farà-— — Ax=B f 


la quantità M — N . A x-+- b , quando flavi foftituito 
il valore ritrovato di B , fi divida attualmente per 
x -f il quoziente, che nafcerà , pure farà divilibi- 
le per x4-«; portavi pertanto x = — a il quoziente 
diverrà zero; dunque nafcerà una nuova, equazione, 
per mezzo di cui , e dell* equazione fopra ritrovata 
fi determinerà il valore della A , e della B. 

IX. Si dichiari il metodo colli efempi. Sia Ia_. 

. ax — ixx.dx ■ r 

frazione ■■ — , cerco la frazione cornlpon- 

x-j- a . x x — 2 a A 

dente al fattore x+« . A prima occhiata fi vede efc. 
fere M^ax — 2 x x , N — x x — 2 a a. Pertanto la 

quantità M — N . A x-+-i> , per mezzo di cui fi devo- 
no determinare i valori A, e B, diverrà a* — *xx 
4- 2 « « — x x . A x-+- B ; pongali in q uerta qu antità 

x — — «, e diverrà efla ■ — a a a a a . B — A a — 0; 
e perciò B = 3 4- A a ; collochifi quefto valore di B 
nella quantità anzidetta , e farà erta e guale ad . 

4 x — Z x x4-l a a — xx » A *4 - 1 -j- A a , la quale> 

dee 




* 
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dee fimilmente poterfi dividere per y + efeguita 
attualmente la divisone farà il quoto 6 a — jx 

_j_ 2 4 a — xx. yi , c porta di bel nuovo * = — a, fa- 
rà i i a+a a A =z e ; e perciò ^=-y,eB = - 8 ; 

dunque la frazione ricercata fura . 

» ' — - — 1 

/Z • AC — il 

X. Se i fattori femplici , ed eguali nella propofta 
frazione folfero tre, per efcmpio x- 4-4 ; la frazio- 
ne corrifpondente al fattor e x-H* dee fingerfi di que- 

X 1 — f— /■> X — |— d X n .p 

fta forma - » — ; e porto il numera- 

x -H* 

tore della frazione propofta eguale ad Mdx, ed il 

denominatore =. N. x -m ; fi prove rà facilmente , che 

la quantità M — N . A x*~t- b x-|-o dee eflere divifi- 
3 

bile perx-j-a , cioè dee eflere tre volte divisìbile per 
; fi ponga dunque in elfa x — — *, e fi para- 
goni al zero ; 1’ equazione , che nafcerà , ci darà il 
valore di C per A , e B ; pongafi quello valore nell’ 
anzidetta quantità , e dividali per x-j-d, indi collochili 
nel quoziente —a in vece della x, e fi paragoni al zero; 

3 uefta equazione ci darà il valore di B dato per A z. 

valore di B così ritrovato fi metta nel quoziente , 
che di nuovo fi divida per x-4-<r, e nel nuovoquo- 
to pongafi fimilmente x — • — e fi paragoni elio a 
zero; quella equazione ci c.etcrmineià il valere oijtf 
.per fole quantità determinate,- determinato il valere 
di A fi viene a determinare il valore di b , c ccm. 

*- que- 
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quefti due fi determina il valore di C , e perciò fi 

. ir- A x * -f -C . d x 

determina ancora la frazione ; . 

; . ' *'• x4 -a 

Se i fattori eguali da determinarli foflero quattro , cioè 

.v — J—*i , la frazione da determinarfi avrebbe quella for. 

A xJ-r L x 1 -}- C x -4-D . d x 
ma — ■ ; e col metodo fopra 

x-4- a 

efpollo fi proverebbe , che la quantità M — N .(A*i 

+ Bx*+Cx+D) farebbe di vilibilc perx-h a , onde 
feguendo le traccie del predetto metodo fi fiderebbe- 
ro le indeterminate A^B y C , D . Il metodo è pa* 
tentc ancorché i fattori eguali fieno cinque, fei ec. 
indefinitamente . 

XI. Rimane ora da difcorrcre dei fattori reali di 
fecondo grado , i quali non fieno divifibili in fattori 
reali di primo grado, intorno ai quali il metodo più 
fpedito da tenerli fi è il feguente . Si rifolvano i fat- 
tori reali di fecondo grado in due fattori femplici di 
primo grado, benché fieno immaginar» ; indi coi me- 
todi fopra efpolìi fi ritrovino le frazioni convenienti a 
quelli fattori femplici, le frazioni così determinate fi 
riducano alla llcflà denominazione, c fi fommino;na- 
feerà una frazione fempre reale , che farà la ricerca- 
ta . Si* per efempio la frazione — — d x — , e fi vo- 

X 1 . X*-f-W* 

glia la frazione conveniente al fattore di fecondo gra- 
do x 1 -!-* 4 , il quale non fi può rifolvere in fattori 
reali di primo grado. Si rifolva il predetto fattore in 
fattori femplici imraaginarii ; onde la frazione propo„ 

T$m. II. M (la 
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fta Ha 


indi coi metodi 


x 1 . x-J-y' — a x . x — y/ — a * 
fopra efpofti fi determinino le frazioni convenienti a 
quelli fattori femplici, benché imm^inarii, che fi ri- 
troveranno le feguenti — . — 1 

— ltfy/ — 1 . x — y/ — 

■ , le quali ridotte alla ftefla 


d x 


a* y/ 1,* + y/ — 

denominazione danno la frazione fenza immaginari! 
conveniente al fattore di fecondo grado x 1 -!-**, 

x 1 « 

la quale poi congiunta coll’ altra frazione egua- 

x* 


glia la frazione propolla; la prima di quelle due fra- 
zioni dipende dalla quadratura del circolo, la fecon- 
da è algebraicamentc integrabile; onde la propolla-, 
dipenderà dalla fòla quadratura del circolo . 

XII. Defidererà forfè alcuno fapere, come fi ri- 
folvano in fattori reali di primo , e di fecondo grado 
le funzioni razionali , ed intiere d* una variabile . Ri- 
fpondo che tale rifrazione fi tenta cefi metodi dati 
da noi nel primo tomo per rifolvere 1* Equazioni ; 
imperocché le fopradette funzioni fi poflono fenza 
contraddizione alcuna confiderare come tante equazio- 
ni ; e la ragione fi è che i fattori di una formola de- 
vono edere fempre 1* irtdfi in qualunque fuppofizio- 
ne deila variabile ; onde chi ritrova i fattori della— 
formola nella fuppofizione della variabile eguale al 
zero , gli avrà determinati ancora in qualunque-» 
• iuppofizionc della variabile ; così i fattori x — a , 
x-t-'* delia equazione x 1 — faranno fattori an- 

co- 
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cora della formala x* — «*=:?. Quindi Tempre che 
voglianfi determinare i fattori d’ una formola , fi dee 
ivere ricorfo ai fopra indicati metodi. E comecché 
ivi abbiamo notato, che non Tempre fi ottengono tali 
divifori , quindi ne tampoco fi otterrà generalmente^ 
la rifoluzione delle funzioni razionali di una variabi- 
le in fattori reali di primo , e di fecondo grado ; e 
perciò non Tempre potremo attualmente integrare le 
forinole differenziali razionali . Per altro potendoli per 
approffimazione ottenere qualunque fattore di primo 
grado di qualunque equazione, ed in confeguenza di 
qualunque funzione razionale di una variabile , quin- 
di per approffimazione » facendo ufo di tali fattori > 
potremo giungere all* integrazione di qualunque for- 
inola razionale. 


CAPO IX.' 

Dell' Integrazione ielle Pormele irrazionali . 

I. QCarfi fono i progreffì fatti dagli Analifti in ri- 
^ guardo all’ integrazione delle formole irrazio- 
nali ; qnel che merita che fu da noi efpofto, fono quei 
pochi cafi, in cui abbiamo regole ficure per trasfor- 
mare le formole differenziali irrazionali in altrettan- 
te formole razionali. Sia y' a x x-+-b x-f-c, e fia 
Z una funzione qualunque razionale dijr ed x;fido* 
manda la maniera di trasformare la formola Z i x, in 
una formola differenziale razionale. Suppongali il tri- 
nomio « xx -\-b x-f- c rifoluto nei Tuoi fattori fem- 
plici, i quali fieno «n-j-»x,f4-^x; le quantità 
f, q poflbno elferc pofitivc, e negative; indi fi racc- 
hi x tst 
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_ ■■ * 

tajH+iix. p -H qx — m-^-n x . x» avremo fubitox = 


m z z — p 
a — h zz 


C d X=2 Zi d Zi , 


m q — n p 

i 

q — nzz 


ed j— m-4-w x . z. 


Softituifcanfi adeflo nella propofta formola Z d x in 
luogo dij, x, e dx i valori ricettivi tutti raziona- 
li dati per z , ed otterremo una formola differenzia» 
le razionale data per z > , la di cui integrazione dipen- 
derà dalle cofe dette nel Capitolo 8. 

II. Sci fattori della quantità a xx-f- b x -+- cfof- 
fero immaginarli, converrebbe che aveffero neccffa- 

riamente la feguente forma p x — — n , 

px — m — ^ — n , onde farebbe uxx+ix + f : r 
ppxx— lpmx-\-mm -f-« , e pofto m m 4 -n—qq 
farà mz=.yjq q — n=zqC onf. |u, chiamato /jlV arco il 
di cui feno ila al raggio , che pongo = i , come ftà J 

y / n : q ; onde foftituito , in vece di m , q Conf. /ut fa- 
rà final mente «xx-f- bx-\-c—ppxx — z pqx Conf. fx 
H- q q . Pongafi ora ppxx — 2 pqx Conf. /ut q q = 

px — z q , farà — zpxConf. fX-\-q =: — 2 fax 4- 

q z z , c perciò x =: 7-^-* ■ ? ; adunque tanto 

2 P . z — Conf. [X 

la quantità + + quanto x, e d x fono 

funzioni razionali di z, , le quali foftituitc nella pro- 
pofta formola differenziale Zdx , otterremo una for- 
mola differenziale razionale data per z \ la di cui in- 
tegrazione dipende dal Capitolo 8. 


III. Sia r+Tx" = u J « -H k> x» — j , 


n + i'x^ = t ec. • e fu Z una funzione di x , u , y , / ec. 


li do- 
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fi domanda la maniera di trasformare in una formola 
razionale la formola Zdx. Pongali a~\-kx~ % m 

_» n f m _ 

avremo x — — » c perciò farà u — z a * * 

o 

y — z m f\ t=* mn , cdx = ?LlLz m ' , f- t dz; foftituiti 

pertanto i valori razionali di x, </x,h,j, *» ec. da- 
ti per z nella formola Z d x , farà quella cangiata in 
una formola differenziale razionale . 

IV. Sia Z una funzione razionale di x, «> jyt 

t i 

ec * ’ u= (j+r*j '’~\7 +p) ' 

• t • ' 

t •=. ( a \ * ec. fi domanda di trasformare la 

\/+^x/ 

formola differenziale Zdx in una formola razionale 
data per una fola variabile . Pongafi = * m " * » 


__ a — ■ /x" 






farà x = =— fe?* « = *"'> J = ^ = *-5 

o 

onde fatta la foflituzione al folito , otterremo 1* in- 
tento . 

V. Sia Z ma funzione , che contenga due radi- 
cali della fegucnte forma ^/u-\~bx , y'/HrJ? x > ** 
domanda di trafmutare la formola differen ziale Zd q 

in una formola razionale . Si ponga *-f -b x^=.j~{~gx . f t; 
avremo x =- a .~T‘,LL , e perciò farà »/ 4 * 

gtt—b w ‘ , 4 . 
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ty/ag—àf 


& Vf-^i * = 


__ V*g—*f. 


fatte per 


y/gtt — b Vt lt — b 

tanto le foftituzioni convenienti nella formoli Zdxj 
nafeerà una formoli differenzia le data per r , la qua- 
le conterrà un folo radicale y/gt t—b; quella nuova 
formoli poi per le cofe dette nel num. i , e a ; fi po- 
trà trasformare in una formoli differenziale razio- 
nale. 

VI. Se Z fia funzi one di d ue quantità radicali 

della feguente forma x x-\-c ,^b x x- f-p, e pollo 

m numero difpari, pure farà fempre in noftra balia 
trasformare la formoli differ enziale Z x m d x m una 

formoli razionale . Pongafi y/ ax x + c = z , farà ♦ 
4 xx-f-r=rz r*,-ed « x d x z=.zdz > e ^ b x x-\ -f 


H-f 


y/bzz — bc y ZZ — 

= - hp, ed * m *tx= 


e 


— i 
% 


zdz 

a 


Fatte pertanto le foftituzioni nella forinola Zx m dx 
nafeerà una formoli differenziale data per z , la qua- 

, yb zz — bc t 

le non conterrà, che il radicale V ' " » 

onde per le cofe dette num. i e r . fi potrà effa raf- 
fermare in una formoli differenziale razionale . 

VII. Propongali la forinola differenziale x dx 

r 

t g -y-b x m 9 da cangiarfi in una formoli razionale qui 
6 fupponc che i numeri m , n } r , t fieno intieri , e 

che 
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che -1 fi* fratto. Pongafi 4+^"-^ fa* 


i^x''=«'»cdx*=: * CÌ 


(,-7-^y 


, e per confeguenza x m ~ l d x = 


m—B 


~ u~ l d 1 <( u -T *\ " . Adunque I* propoli* for- 
ttb \ b / 

mola diverrà mediante la dovuta foftituzione 


m — B 


i_ u'+’-'du. ( ” > ,a > ale fe fia T 

numero intiero pofitivo , o negativo , farà razionale . 
Se in vece di porre *-\-bx n = «' ci foffimo ferviti 

della foftituzione 4+4x'=x" «*, faremmo operando 
come Copra giunti ad una formola data per «> la qua- 

m r 

le b razionale nella fuppolizione > che ha — -t-.-j- 

numero intiero . 

Vili. Se Z fia una funzione di x , ed u-=z^a-\-x x , 
ed « fia un qualunque numero intiero , o fratto , po- 
lìtivo j o negativoj farà ih noftra balia cangiare in for- 
mola razionale la feguente formola dif ferenzial e 

(x + y/a + x x* Zdx; fi pong a x-t-y/ a-h* * = a 
farà * r= fl -t . e d x = & 


2 Z» 


2 Z, Z. 
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u = w/rf-u x x = Z 21 ; onde fatte le dovute fo- 

V 2 Z ' * ' ' 4 

ftituzioni nella formola propofta per x , rifulterà una 
forinola razionale data per x. • » 

* * • . i « • ' ' i i 

- 4 - — ■ 

tv y r i r? x. x m - -f-u r . » 

IX. La formola - — , quando fia . — 

ac" *-* • - I - « mi 

numero intiero, fi cangia in una formola razionale da- 

~t - , > 

* • • f I » ; • — *» 1 a . 

ta per z pónendo x m -4- a r = * ; Siccome fi can- 
gia in formola razionale data' per z la formola 

x" d x » ~ r, quando fià 1ÌLÌ numero intie- 

’ 1 \ — .. . 

\ u / 


ro ; e ciò fi ottiene col porre „ x" a r = z . 

X. Nei due precedenti numeri, quando ò detto, 
che le forinole differenziali date per z fono razionali, 
ò intefo ciò rifpettivamente alle quantità compiette , 
- il che è fufficiente pel cafo noftro , ettendo cola faci- 
littima cfpellerc qualunque radicale incompleflò di z 
dalle formole predette , nella maniera che fiegue . Sia 
m . ■ ■ f ‘ s 

« = r = , yz=.z * ec. , e fia Z una funzione.* 

qualunque di w, r, y cc. razionale relativamente ancora al- 
le quantità incompIefle;fi domanda di cangiare la formo- 
IaZrf*in unafoimola d’ una variabile , razionale rela- 
tivamente ancora alle quantità inccmplctte. Si faccia 

j — y n farà d *= n qtj 1 *dy , c z n ° 

z 
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J - 

% * — y"f *, z * = y** s , e perciò fatte le foftitu- 
zioni avremo una formola differenziale data perjyfen- 
za quantità radicali di qualunque genere . E’ facile da 
ciò comprendere ancora come Tempre fi portano efpel- 
lere dalle formole i radicali incomplefli, quantunque 
vi fieno i radicali compierti; i quali per altro ielle- 
ranno nella trasformata - 


CAPO 


X. 


Del? Interruzione delle formole differenziali, che conten- 
gono archi circolari , e loro feni . 

I. ✓'■^Omecchè le formole differenziali , che contenga- 
vi no archi, e loro leni fono di grande ufo,lpe- 
cialmente nei calcoli aftronomici ; quindi abbiamo (li- 
mato opportuno dire qualche cofa dell* integrazione 
delle medefime formole per quanto comporta la bre- 
vità che ci damo prefìfli . E per entrare fubito in ma- 
teria, chiamato un arco = /tz, il feno tutto =r io 
dico in primo luogo , che farà d /ut =: 

C txd Su — S/ut dC fx . . M _ 

- ■ ^ ■ ■■ •, imperciocché il lettore C AF 

( Fi£. zi ) è eguale al triangolo C D F, più al femifeg- 
mento A D F, ed in termini analitici farà — = 

CfX .S fJL , 

4- / — SudCm fi adopera il fegno — per- 
chè al crefeere del fettore decrefce il corteno , e per- 
ciò la di lui differenza è negativa ; differenziando 
Tom. IL N adun- 
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adunque farà da = S- d 5 corneo af- 

r 

ferito . Dico in fecondo luogo che J c .. — d a C g 
, . „ , - d a S a . r 

c che d C jx — • imperciocché il trian- 

golo Fe f infimtelimo è limile al triangolo rnc • 
dunque farà C F : C D : : F f ; f e , cioè r ; C a . . d u ■ 
" S //. ficcome farà, ancora r: S p :i d fjt :d C , x ’ c per 

ciò avremo — £-lf_ J r f . — d u s M 

r / r 

li. Vogliali ora integrare la forinola ftrapHciflima 
^ ; e (Tendo, ^ ( n . i ) farà - 

r 2 d S a __ r 2 dS a rd Sa r d S^a 

, ed 


C> 


rl — s > 2 . r — B a 


2 . r 


integrando farà / — Lr ^ ' r ~ “ 


! x 


V'—sp 


~h £/* 

prelì i loga- 


ritmi nella logiftica della fottangente eguale ad r • non 
clfendo poi cofa difficile ricavare dalla dottrina delle. 

linee trigonometriche y che lia r. ^ ^ __ 

I f 'n ii ~ 


w 


a 




, intendendofi per m il quadrante del circo- 
lo; dunque avremo / = L ; nella fte(l 

^ 7^ i , 

fa maniera fi prova che fia f - ^ >x — LT E’ fi 

2 \ 

cilc ancora vedere che fia f d /j. c [j. — r S a j e. 
' £ d ix. 
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f d ix S a — — rC f x , ficcome ancora che fia / — — 

HfX 

r „ .d \xS u. T _ r 1 d ix 

L S/x, e /___ LC [A y 

L = L la . 

C > ' , 

III. Si voglia 1* integrale della formola^/x Sfx . 

»-t 

Quella formola così fi feriva d u 5 ix . S ix , ed inte- 

: »-i «-i 

grando fuppofto S fx collante, farà / d fx S fx. S fx 

— Sfx fdfxSjxzr: — S [x C fx , , perche d ix S ixa= 

— d C fx ( num. i. ) ; differenziando adunque 

W-I # *-* 

~S/x C/xfjppolìa Sfx variabile , otterremo 

,■»-» D-t 

— |» — i| Sfx x d S fxC fx — S [x dC[x; e per- 
ciò fd [x S[x — — fS[x d C jx — — S[x C [x 

n — i./S/x CfxdSfx; ma dSfx=d[xCfX 

-- * - w-f 

(num. i ) dunque fdfxSfx = — S/x C/x-ì-m — i 

»-» i i i 

f S [x d /x C [x ; maCjtx =i — S/x ; dunque 






f d fx S [X = — S (x C [x-j- n — i /S/x d [x — 

| n — i| f Sfx dfXt c finalmente togliendo i termi- 

— n fi —I ' ■■■*—& 

ni , che fi elidono, farà f Su dtx~ J S [X d ix 

n 

! »-i 

— — S/x Cfx; dal che chiaramente fi vede che 

fi 

N a / 
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i* _ »-!■ 

f l fj. J fj. dipende da f.^/x d [x , e perciò ripeten- 

do la fopia indicata operazione , quante volte fa bi- 

O 

fogna, arriveremo finalmente o alla formola fl\x dfx , 
fc. il numero- « fia pari, o alla formola fSixd/xk » 
ùà difpari ; 1’ integrale della prima è jx, della fecon- 
da è — Cfx. Collo fteflfo metodo fi può inveftigare. 


V integrale della formola d fx C/x . 

IV. Dall’ Integrazione delie formolc pii fempli- 
ci volgiamoci all’integrazione di quelle, che fonopiù 
complicate, nelle quali, a cagione di maggior femplici- 
tà fi fuppone il raggio del circolo efpreffo per I’ uni- 
tà. Sia K una formola qualunque data per S/x, c fi 
abbia da integrare la feguenre formola differenziale ' 
fj. K d S fj. ; fuppofta. a collante farà f fxK d S fx == 

I x fKdSfX ; e differenziando quefta ultima formola in 
fuppofizione. di [X variabile farà Dfx/KdSfx = 
d fxf K dS rx-t-ix K d S /x ; da cui ne viene fxKdSfX 
= D fx£ K d i ix — d fx j'K d.S [x , ed integrando fa- 
rà f [X K d S [x — ix fK d Stx — / d x /A A S /x; fup- 
poniamo. ora che fia integrabile KdSjx, e fia 1’ inte- 
grale M , avremo / fx K d S/x = a.M — J'd jx M ; ma 


pel num. i. abbiamo d fxz=z — — dunque ffxKdS^x. 


=M/x— / 


MdSfx 


C> 


c ix 


; c per ciò 1* integrazione della 


formola [/. K d S [x i la quale contiene la quantità tra- 
feendente u, dipende dall’ integrazione di due formo- 
lc algebriche K dSp — dM, ed 


M 9 >x . Dilucidia- 
te 


r r 

ilio quefta teoria con qualche efempio . Suppongati 


K — 


>8 l 


Digiti; 


noi 


CAPO X. 

K — S u , diverrà nel cafo la proporta formola-. 

- r ” * 

uS<x d F.ix, e comecché abbiamo / S [x d Six = 

‘ r-v i ‘ t 

- H" = M j quindi nafcerà f fx S [x dS fx = ~ — - — 

’t -t- r r "+■ 1 

- r *4* I 

/ — — x ^ ^ . Sia r =: o j farà f (X d S (X~ fxS fa 

r-f-i c /a 

-SrxdSfx . ■ / — — 1 „ 

— A — 1- ^ ~ fx S [X -4- p' i — ■ ^ fa — i j p * c* 

fo 1 integrale in maniera che fvanifea 1’ arco fx \ o- 

ix S '■* 

fto Sa— o. Sia r = i > (arà //x S [X d S [/.-= - 

— * * 

_ rtUJilJt -\-A. E’ facile vedere cofa diverrà 
2 C fX 

f fx S [X dS [x nella fuppofizione, che fia r eguale ad 
altri numeri , nei quali cafi l* integrazione della pre- 
detta formola dipenderà dall’ integrazione della for- 

mola f - J - — x - ; e comecché, abbiamo C\xzzz 

J r-J-i C fX. 

V- S fjt , quindi quell* ultima formola, acciocché 
fia integrata, altra difficoltà non incontrerà , che quel- 
la che incontrano, le formole, che contengono la va- 
riabile a feconda potellà fotto un vincolo radicale di 
fecondo grado, delle quali abbiamo parlato nel Capo 
precedente.. 

V. Sia da integrarli la formola fx r KdS fx; fi fac- 
cia fK dSfx=M, farà J)x r KdS fA=/x' M—rffx'- 1 M d fa; 
dunque 1* integrazione della proport i formola dipende 
éalT integrazione della formola y^Mdfx, e comec- 
ché. 
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ii C i 

chè abbiamo dix = — — ; dunque 1* integrazione del- 

C> 

la propolla formola dipenderà dall’ integrazione della 
formola /x r ~ l ' X ; 1* integrale della 'formola al- 
gebra ica fia N, faià f — - = f* r ~ x H 

C fi. c fx 

— |r — i |/ /a r_1 N ^ , dunque 1’ integrale della for- 
inola fx r ~ l ' U dipende dall’ integrale della formo- 
la fx r ~ 1 Ndfx ì ollìa dall’ integrale della formola 

ix r ~ 1 K i. s ^ . e Bendo d/x= — ; c fupponendo 1’ 
n 1 C ix 

integrale della formola algebraica a .. —P fi pro- 

L ix 

verà come fopra , che 1’ integrale della formola tra- 

fcendente /jL r— * — ^ ^ dipende dall’ integrale della 
C i x 


formola trafcendente 




PdS fx 
C> 


e così di mano in 


mano operando fi giungerà finalmente ad "una formo- 
la differenziale; in cui f’ efponente della quantità tra- 
fcendcnte [X fia zero , la qual formola in confluen- 
za farà algebraica; onde fe quella fi chiami V relle- 
rà provato, che 1’ integrale della formola trafcenden- 
te i* T K d S fx dipende dall’ integrale delle formolo al- 
gebriche dM, d N , dl>.,..dV, e perciò integiate 
quelle fi faprà integrare ancora quella. 


CA- 


Digilized b 


CAPO XI. 




;i°3 


Della Rett ideazione delle Curve , e fuo ufo in cojlruire 
le forinole differenziali , che contengono 
una variabile . 

I. T} Ettificare una Curva altro non è fe non fe ritro- 
JLV vare una linea retta che le fia eguale . Ecco il 
ifietodo che fi dee feguire per feiogliere un tal problema. 
Le A B fieno le afcilfe della Curva D C , (Fig. 22) e le 
B C fieno le ordinate normali ad AB; le afcilfe fi 
chiamino feconda il folito x > le ordinate y 1 condu- 
cafi inoltre / E parallela , ed infinitamente prolfima a 
BC y e dal punto C conducali C V parallela ad A E, 
ed intendafi fottefa la corda E C, farà CV—Bl—dx , 
VE — dy ; e perchè 1 ’ angolo V è retto farà la cor- 
da C Ez=. y/ d x 1 -j- d y 1 ; e comecché 1’ arco C £ e- 
lemento della Curva D C non differifee dalla corda 
C E fe non fe per una quantità infinitelima, farà l’ ar- 
co C E = y/ d x 1 d y 2 - . Dunque chiamata DCrzr, 

fi avrà d s — y/ d x 1 d ; ed integrando farà 1’ ar- 
co DC — s dato per 1’ afcilfa x, ovvero per 1’ or- 
dinata y fecondo riufeirà più. comodo . Convien ri- 
cordarli d’ aggiungere nell* integrazione la collante , 
come altre volte abbiamo avvitato- 
li. Abbiamo qui l'opra fuppcllo , che le coordinate 
della Curva fieno ortogonali; ma fe il di loro ango- 
lo non folfe retto la forinola della rettificazione fareb- 
be loggetta ad una variazione non picciola ; impercioc- 
ché po.la AB — x^BC—y non ad angoli retti , (Fig. 
23) conducali IE parallela, e infinitamente prolfima 
a r> C , c C V parallela a B l . Sarà B l =zC V = d x , 
VE — dy. Dal punto C fi tiri CE normale ad IE; 
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e fi chiami 1* angolo cotante C VF = ix ; farà r:C cjx 

::CV=d x:FV=z—J^dx . Ma abbiamo cT = 

r 

cT*-f- F£*± 2 £r. FF; il fegno à luogo fe 
T angolo CVE fia ottufo ; il fegno — fe Ha acuto ^ 
per tanto farà CF—ds — 

l/d x*-+-dy l ± 2——. dxdy elemento della Cur- 

r 

va . 

ITT. Se le Curve non fi confideraflero alla cartefiana, 
ma fi riferiffero al fuoco , ciò non oftante fi otterrebbe 
la medefima formola di retificazione . Sia la Curva 
(Fig.i^D C a cui fieno condottele ordinate A C, che 
partono dal punto A ; ririfi A E , che faccia con A C 
un angolo infinitefimo; indi centro A intervallo A C 
fi deferiva 1’ arco minimo di cerchio C V: chiamata 
A C = y -farà VE — d y , e 1* archetto CV fi chiami 
dx ì conducali inoltre C F perpendicolare zdAE.EC- 

fendo CTÈ = C Tf ed EV= E F , e l’arco C F 

— C F farà per la geometria degli infinitefimi,fofiituendo 

* t — i J 

^ ^ ~ ^ y ~1“ E. V , cioè C JE x* -j— . 

Per giungere all’ integrazione conviene efpellere la x* 
dalla formala, e non già la -rfj, perchè </x non è 
differenziale di alcun intesale', effendo un archetto 
deferitto col raggio variabile, come già abbiamo ay- 
vifato nel Capo 5. 

IV. Palliamo ora all’ ufo delle rettificazioni in 
coftruire le formole differenziali , che contengono una 
variabile , per lo che riccorriamo al feguente Teore- 
ma. Se polla dx—fdp fi deferiva la Curva colle 


coor* 
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_ i 

coordinate s. 1 — pp 1 , — p } — * > fa rà l’arco 

di quella Curva che chiamo L=.s.i — pp. — fpdx. 
Eccone la dimoflrazione . Si differenzino Ir coordina- 

te, onde fi ottengano i differenziali d s. 1 — pp 1 — 

- ... | - — — | . . — . 

lp d x . 1 — p p — I — p p 1 . d r . I — p p — 3 p d x , 

e d s . p — pì — ifpdx — p.ds. 1 — p p — l p d x 1 
fommati i quadrati di quelli elementi fi troverà 

d r . 1 — p p — 3 p d x , la cui radice quadrata 

df. 1 — pp — 7 p d x efprimerà 1’ elemento della-. 
Curva —dL \ all’ efpreflione di quello elemento fi ag- 
giunga, e fi tolga la quantità differenziale s D . 1 — pp 

farà d s . 1 — p p - 4 - s . D 1 — p p ~ 2 sp d p—^ P ^ x 
— d L ; in vece di 2 s d p fi feriva 2 d x , farà 

d s . 1 — p p — }— r D • 1 — p p — pdx — d L ; & inte- 
grando farà / . a r— pp — f p d x— L , come fi dovea 
dimollrare . Per tanto J'pdx verrà efpreffa mediante 
la rettificazione dell’ arco L. Rifletterli dee effer co- 
fa indifferente prendere le coordinate pofitive , o ne- 

. 1 

gative; perchè ad ottenere dL gli elementi delle co- 
ordinate fi devono alzare a quadrato, e fommare;la 
qual fomma riefee la fteffa in tutti e due i cali ; fi- 
rnilmente effraendo la radice della predetta fomma ri- 
sulta + d L, e perciò nei cafi particolari dalle con- 
dizioni del problema dobbiamo ricavare qual dei due 
' fogni abbia luogo. E’ fuperfluo che ammoniamo di non 
tralafciare la collante quando fi fà 1’ integrazione . 

V. Apportiamo un efempio , che dilucidi quella 

%>m. li. O Teo- 
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ad x 


Teoria. Sia la forinola logaritmica da coftruirfi 

x 

mediante la rettificazione di una curva algebraica ; 
fatto il confronto di quella forinola con la forinola 

d 

pdx del num. precedente avremo pz = — , onde dp 

a d x , d x xx.. 

— ed ; = — — — ; inoltre farà 

xx dp a 

xx — a a . 1 

! p p = , ed r.i — p p= xx — aa; 

xx a 


e perciò le coordinate della Curva che cerchiamo fo- 
no — ^ 


xx — a a* — 2 x x-| -a a . , xx — a a* 
} j cioè • 


a x 


a x 


2 xx — • a a 


, dunque chiamato 1’ arco di quella Cur- 

x 

va = L farà in vigore del Teorema fopra dimollrato 

L. xx — a aZfL— 5——. Per determinare il 

a x 

fegno da prefigerfi all’ arco , fi trovino i quadrati de- 
gli elementi delle coordinate) e fi lòmmino > ed ellrat- 

ta la radice della fomma otterremo ± dx 

a x 

— d L ; fi differenzi ora la quantità algebraica 

L-.xx- — a a onde fi abbia — quella dif* 

a a 

ferenza congiunta con dz 1 x t — d x dee effere e- 

a x 

guale alla forinola propofta * — — ; ma ciò fi verifica. 


ado- 
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adoperando il fegno non già il — ; dunque in 
quello cafo 1 * arco L fi dee prendere pofitlvo. 

VI. Ma quando foffe p p > 1 , allora \\ ordinata 

j. 

/. 1 — pp l farebbe immaginaria e 1* efpofio metodo 
in tal cafo mancherebbe ; al quale incomodo ecco co- 
me poniamo riparo . In primo luogo diciamo che po- 
lla dx — sdp le fi deferiva una Curva colle coor- 


dinate 


pp — i —y 5 t. —pì — p 4-x=«, farà 


Sy/ d u 2 — dy x — s . p p — 1 -f- S p d x ; quello teorema 
fi dimoftra nella ftelìa maniera che il precedente ; pre- 
meva tale verità , pongali dy — qdu , onde fu 

yf d — d y 1 = d u y/ 1 — q q , la qual forinola 


farà 


tempre reale quando fia p p > 1 ; imperciocché il dif- 
ferenziale della coordinata « data perj>, fi trova mag- 
giora del differenziale della coordinata y data fimii- 

mente per p; la formola du y/ 1 — qq fi coftruifca_. 
mediante una curva algebraica corno fi è infegnàto al 
numero 4; avvertendo che la quantità che ivi fi chia- 
mò x qui fi chiama » , ed il p farà in quello cafo 

y/i — qq, e chiamata z la quantità corrifpondente 


z q d q 


le 


co- 


alla r, farà in primo luogo du — 

y/l—qq - 

ordinate dèlia curva da deferiverfi faranno * q J , 
z q 1 . y/ t — qq — u ; Finalmente farà z q 1 — L—S dux 
y/ 1 — 4* rr S y/ d u z — dy z ; ma abbiamo Sy/du 1 — dy * 


— Tip p — 1 4- S p d x ; dunque zq x — L — s . p p — 1 

-+**? p d x ; c finalmente S p d x—zq 1 — L — s . p p — t 
dunque la formola Spdx è fiata cofiruita con una 

O 2 cur- 
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curva algcbraica le cui ordinate, eflendo pp> r, fa- 
ranno Tempre reali. 

VII. Portiamo urt efempio . Si debba coftruire la. 

d x\/ x .. 

fbrmola il metodo del numero 4. riefce 

V* — a 

inutile , perchè porta p-=i 

et 


V x 


farebbe 1 — pp 

y/ x — a 

quantità negativa quando fia x pofitiva & 


maggiore di a ; dunque in tal cafo bifogna ricorrere al 
metodo del numero precedente ; farà per tanto pp — 1 

a + j * — a A * j dx 

---' d r=~ :r> = 


2 x 2 . x— 4* 


2 x . x — a 


• ; dunque s . p p — 1 = 2 y^xx — xtfyin- 

oltre le coordinate della Curva u , y faranno , x , € 
2 \fxa y e perciò in vigore del Teorema del numera 

precedente avremo 2 y/x x— x 4 + 5— — 

^ x — a 

S ^d u 1 — dy x . Dal calcola fi raccoglie, che a que- 
lla radicò fi dee preporre il fegna -f-j fi cortruifca o- 

ra la formola y/ d u 1 — d y 1 colla rettificazione d’u- 
na Curva algebraica . Eflendo u — x , ed y =2 yfa x ; 

differenziando farà, rf « = dx , c = 

V* 


de 
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de fari y/d~ — d y z=.dx]/ 1 — =z 


d X y/> 


— — ; dunque q — l—qq—* 

V x v/x x 

perciò D y/i—. qlj ~ lif , z — du 


| f 

ìx . X — et 


i 1 

2X J . X A 


D .y/l — 2 


le coordinate della curva faranno 


2y/ax — <i*i, ed x — 2rt» Per tanto deferitta que** 
fta curva, e chiamato L il di lei arco prefo in ma” 
nicra che crefca al crefcere della x, e foflituiti i va - 

lori nell’ equazione z q x — s • p p — i — L — S p d x y 
fi troverà L = S — ■ ^ * . Per determinare 1 * equa- 


zione della curva fi faccia l’ordinata i y/a x — aa~itt y 
ed x — 1 a=n , farà 4 a x — 4 a a = m 1 1 edx — a 

»-f-<i,onde avremo 40. n -\-u — m m equazione^ 
alia parabola appolloniana ; per tanto col parametro 
4 a fi deferiva la Parabola (JFir.z 5.)^ FC, in cuil’afciflTe 
A E fieno eguali tt-f-a, ed in Confegucnza tagliata 
A 1 =. a , faranno le / £=r » > e le ordinate EF==m: 
fi produca £ A in D talmente che fia AD — a, fa- 
ranno le DE = »4-za = x, e per tanto a quella 

D E=x corrisponderanno gli archi A F= * 

.■ y'x — a 

Vili. Ancor quando fi tratta di coflruire le for* 
mole differenziali colla rettificazione di curve alge- 

brai- 
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no 

braichc gli Analisi fi fono ingegnati di adoperare , per 
quanto ila poflibile , le Curve più lemplici , come fi 
è notato decorrendo delle quadrature , c perciò fono 
ricorfi alla rettificazione delle fezioni coniche, e fpe- 
cialmentc alla rettificazione dell’ Elilfe edell’Iperbo- 
la , giacché la rettificazione del circolo e lo ftelfo pro- 
blema , che la fua quadratura ; e la rettificazione del- 
la parabola dipende dai logaritmi come vedremo nel 
Capitolo fcguentc. Col mezzo dèlia rettificazione dell’ 
Elilfe, e dell’ Iperbola fi è coftruita la feguente for- 
inola , ed infinite altre , che a quella fi riducono per 

via di foftituzioni , cioè - - V — * , potendo ef- 

Vp-ì -? xx • . , f 

fere le / , g , p , q pofitive , ficcomc ancora la rormo- 

* - r 

4 ' ■ *' t — 1 7 

la x r d x. a-+-fx* fe fia / numero intiero , ed r 
oltre elfere intiero fia ancora difpari ; ed inoltre r e 
t fiano infierae o politivi , o negativi ; lo ftelfo dicali 

della formola t. 

r t 1 

«+i>x-(-rx li X /- f- g x -f- b x 1 1 
quando per altro r , ed t fieno numeri difpari , e fia 
r t numero pofitivo j niente fapendofi fin ora di 
quella formola quando r-f-r fia zero ovvero negati- 
vo , Delle formole che fi coftruifcono polla la rettifi- 
cazione dell’ Elifle, e dell’ Iperbole anno trattato fpe- 
cialmente il Conte Fagnani, Mac-Laurino , Alembert, 
ed il, Conte Vincenzo Riccati; noi ci contentiamo di 
dare quella notizia idonea , perchè non potreflimo ef- 
porre ciocché riguarda la coftruzione dv Ile predette 
formole fenaa oltrepaflare i limiti della brevità che ci 
fiarao proporti nel prefente Compendio, Se fi vuole 1} 

veda 
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veda il Capitolo 12 e 13 del Libro I. T. 2. delle no- 
ftre Iftituzioni Algebraichc 1 


I. 


CAPO XII. 

In cui fi rifolvono alcuni Vrobletni frettanti la quadrati e 
ra, e la rettificazione delle Curve . 

P Roblema primo . Si voglia quadrare la CilToide 
di Diocle A MK ( Fig. 2 6 ) la cui equazione 

è yy zz — j ed in cui è A Bzza > A P^zlx } F M — y • 

La forinola della quadratura delle Curve per le cofe 
dette nel Capitolo 5. è S y d x , foftituendo adun- 
que in quella formola il valore di j > che nafce^dalr 

/ xdx 

equazione della CilToide , avremo fydx — y ? 

T— x 

f — X V - — = all’area ATM più o meno una co- 

^ fi ^ x X 

ftante da determinarli . Per ritrovare la fommatoria pre- 
detta di/pongafi il Tuo differenziale nella feguente maniera 

, — 2 . ' x x d x ^ tjafeurato il — che a fuo 

. 2 y f a x — xx ^ . 

luogo farà da noi confiderato, aggiungo e fattraggodal- 

. d x y/ a x xx 

la predetta formola la quantità » on “ 


d x y/a x 

de effa Ga eguale — — -- 



a. y/a 
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rr d X y/ 4 t X — XX+(/ Xy/rfX XX 4- 

2 


zi x — 1 x x . d x 


y/ a x — xx 

X X d X 


c perciò integrando farà 


/; 


— : X y 'a X — X X — fd X y/ rf X — XX, 

2 X-— X X Z 

la quantità algebraica diviene zero porta x zero, la 
quantità trafeendente fi prenda tale , che fvanifea quan- 
do pure fia x—o. Aderto facciafi la moltiplicazione 
pel coefficiente negletto — i , onde abbiafi 

— — , cioè 1* area ATM della Cirtoide 


/; 


y/a x — x : 


~ ifdxy/ a x — xx — ix y / *x — XX. Ora prodot- 
ta P M , fe fa bifogno , fino al circolo in N Tappia- 
mo ertere f d x y/ a x — xx eguale all* area circo- 
lare A P H , la qu ale è eg uale a zero , quando fia 

x = o } ed inoltre x^ a x — xx efprime il rettangolo 
A P N ; dunque 1’ area A PIA. della Cirtoide eguaglia 
la differenza fra tre fegmenti A PH e due rettangoli 
A P N . Pongali x — AR — a , il femifegmento APH 
diverrà un femicircolo, il rettangolo poi AP M fri- 
nirà ; adunque lo fpario A M K B infinitamente lungo 
della Ciflbide è triplo del femicircolo genitore . 

II. Problema fecondo. Rettificare la Curva del 
problema precedente . Eflendo P elemento dell’ arco del- 

le Curve riferite all’arte ^ dx^uy 1 ,fe io quello in ve- 
ce di d y x fi ponga il Tuo valore dato per x , che dall’ 
equazione della Cirtoide ricavali ertere 


( gaax 
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(9 a et x — I 2 itxx-J r A t xxx)dx z 


4 ( a ■ x y 


otterremo 


y/d x*-h dj 1 


a d x 


ì/±L 


— 3 * 


} 

H — X 


. Facciati ora 


/ 4 a — 3 x r azz — 4 4 

1 / — — = z, donde nafce x= , e 

r ’ 12 — 3 


d x — 


A -X 

2 a z d z 


— ; porti quelli valori di x , c di d x 

z z — 3 

nella formola lopraindicata , fi cangierà quella nella 

- a z z d z 2 a d z , 

feguente — —dz~\ — a d z 


Vi 

2 


zz — 3 

Jz 


z Z — 3 


,_/£* 

V* — V 3 3 / 


, ed integrando farà 


A Z- 


a ^ 1 t lì 4- A j preti i Io- 


f A z z d z 

J *Z — 1 2 Z-+-y/ 3 

garitmi nella logirtica , in cui la foicangentc, ed il pro- 
tonumcro fu — 1 , c foftituito in luogo di z illuova- 

1 , rx/ azz ’ elz ’ t/ 4 rf — 3 X 

Iorc dato per x farà = a y - 


z z 


3 


+ lAA l 3/4 - - 3 >- tllZAl + A. P« de- 

2 y/ 4 U — 3 X 4- y/ l U JX 

terminare la collante A; pongati che 1 ’ arco diventi 
nullo, quando fia x — o\ in tal cafo avremo 2« + 


* Vi i V 4 * — Vi 


2 V / 4 ‘« + v^ 3 « 

Tom. IL P 


4- A — 0 i onde A — — 1 4 
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— l - ~k • Pertanto V arco M della Cif- 

2 2 -+Vj 

foidc farà a j/Lìf ì^L 4. 

a — x 


/ 


V 4«- 3 *-h\/ 3 3* 

2 ~ Vi 


aJ 1 

- — — X 

2 

àJ 7 

— 2 a — — ? i x 

2 * 


2 “I- / 3 

ili. Problema terzo. Sia ona Curva AB ( F;>, 
27) riferita al fuoco C di tal natura, che , chiamata 
C B — y , e condotta a quefta P infinitamente vicina 
Cb, a cui da B fia calata normale Jbm = rfz. vaglia 

la fedente equazione dj — J x - fi domanda la 

quadratura di quefta Curva . La formola generale del- 
la quadratura delle Curve così riferite è per le cofe 

dette nel Capitolo 5. — ; onde foftituendo in 

vece? di d x , il Tuo valore dato per 1’ equazione della 

Curva fi otterrà — -LÌL . cn( j e 

2 2 f - a/T* 

integrando farà f y —JÌ = _J*1_ + a . e po ft 0 che 

2 5 y/ 4 

debba fvanire l’ arco AB , quando fia j = rf, farà i n 


tal cafo — — A =.0 ; onde A = — — , e perciò 
5 5 
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i*S 

f 


» » 
jf'— — - olila 1’ area A C B verrà efprefla per-^_ 

2 5 V'* 


~ , la quale farà pofitiva quando fia y > a , negati- 
va , quando y < a; fatta y—o 1’ area diventa». 


a a 

— . Se vogliali togliere la y , conviene defcrivere 

col raggio CA — a il circolo AD>c chiamato l’ar- 
co A D = z. fia Dd = dt, farà A x — • ? ^ a - ; dun« 

a 

d y d z> * 

q u c = -= ) ed integrando in maniera, che po* 
(la j = <r fia a = e , farà 2 y/ j — 2 y/7i — ~ ; ond« 

V* 

4 

» , — z;-f-2/r , a-j-2<r .. 

z V y = — — — j ed y y — — - — . , e perciò 


V 


i 6 a a 


ryj— — /"iil? — / 

2 ■> za J 


a a 


a 4-2 <* 
3 2 


. ^ a 


z + ra 


5. 3 2/ j » 

“ » perche quella fommatoria cosi fvanifee polla 
%—o. 

IV. Problema quarto. Rettificare la Curva del 
Problema precedente . La formola generale della ret- 
tificazione delle Curve riferite al fuoco c fy/A x*-f y 1 , 
e comecché dall’ Equazione della Curva fi ricava— 

^ ** = ~~~ > krò X z=z fdy V — ~*~ V 


P 2 


« 
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2 - <_ 

4- A = — = i a -f-j J -{- A t c fatti fvanire la Curva 

$V a 

quando Cia.y=za r avremo di tal fuppofizione A — 
— — . /z; onde 1’ integrale completo fari — 2 — v 


3 


Wl ';, 


iv'* 


«+r 

? . ? ^ 

V. Problema quinto k Rettificare la Parabola A C 
( Fig. 28 * ) feconda cubica , che à 1* equazione 
a x x — , polle le coordinate ortogonali AB — x y 

B C = y ; diiF.-renziando quelli equazione avremo 

à x — ~~dy ) onde y/ d x z d y* , fatta la con-. 

veniente follituzione » farà ^ q y + .* 

za 1 y J 9 * 


onde- avremo C E 


: Er.-:Ùf/ ga .j + Al: 


lai 


dy :t 


9 a • y “+~ - Za. Pel punto A lì conduca A M 

parallela alle ordinate > la quale lì produca in D fino 

a tanto che AD fia eguale — . Col vertice D , col 

9 

diametro- D M , e col parametro —pa li deferiva I* 
parabola apolloniana DRP. Sarà qualunque Dm 

c qualunque M P — V^qa.y-] — a ; 

tìunjue C E ; £ y-, ; jvi P ; 2 a ; e per confeguenza 

1 
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l a . C E=M T .EV= M P.MN ; onde fommando 
farà z a . A C z=z allo fpazio parabolico R A M P ; ma 


quello fpazio è eguale-— D M. P A D + A R i 

dunque ìa.AC — ^-DM-MP — A D . A R ; e 

l Z 

DM.MP—AD.AR.. . 

per confeguenza AC— cnc 

dà la rettificazione dell’ Arco A C. Se fi. voglia ef- 
primere l’ arco A C pe r 1 , fi t roverà. 

_ 9 T± À * — 8 lf , come appun- 


ti C= 


2 7 * 


to ritrovato fi farebbe fé fi folle colle regole folite inte- 


d y \/ 4 ^ 

grata la formola — V <ya.y-\ - 

* 2 rf 1 . 9 

VL Problema fèdo » Rettificare la Parabola apollonia- 
na la di cui equazione è 2 a x—y x (Fig.z<p.) ; differenzian- 
do quella equazione avremo adx — ydy^ e perciò 

,1 — 12 . _ ; dunque V elemento dell’ arco — 

a a 


. — d ‘ y ' 

X 1 f ‘0 2 J "t" U a » 


ed integrando farà 


4 f d x x — f— /V y 2 ~ f d y-^ y y~\~ u a j il che indica^ che 
la rettificazione della parabola dipende dalla quadra- 
tura dell’ Iperbola Sia la parabola ptopolla b C I t 
la quale venga. toccata nel vertice principal e C dalla 

ietta B M y in cui prefe C H — y ,tara a fyj d x x ~\-d y x 
— alla rctta CH nor . malc CA=a » 

c col centro C c col vertice A li delcriva 1 ’ Iperbo- 
le 
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la equilatera E A K ; dal punto H fi tiri H 1 ordina- 
ta alla Parabola , la quale fi produca fino all’ Iperbo- 

la in K , farà C A K H —f d jy/jyj-M * S dunque 

et fy/ d x 1 -j~ dy=z C A K H ; dal che finalmente ri- 
cavali , che P arco Cl della Parabola fia eguale allo 
fpazio iperbolico CAKH divifo per la metà del pa-' 
rametro eguale ad et. 

VIP Problema fettimo.Sia la curva A MS ( Fig. 

3 0 , ) P Epicicloide femplicifiima di cui abbiamo par- 
lato ( nel Cap. i^.Lib. 3 . Tom. i. ) la cui equazio- 
ne fra le coordinate ortogonali è 

j 4 H- * x* y 4- — a 

— 6r*y — 6 r 1 x l t 

-f- 8 ri x 


— 3 r4 

fi cerca la quadratura e la rettificazione di quella Cur- 
va. Chi volefie adoperare la predetta equazione per 
fciogiiere i Problemi proporti urterebbe in calcoli prò- 
C a ironeggiarli ; onde conviene ricorrere 

all mdultria per vedere fé fia poflìbile di ricavare dal- 
le particolarità di quella Curva , un qualche elegante 
metodo per la quadratura, e rettificazione di lei. Ec- 
co quello che mi fi è prelentato dopo un poco di ri- 
bellione. Quella Curva viene legnata dal punto M del 
circolo MK , mentre fi aggira foprailfuo eguale AK; 
e fuppofto , che il punto Al coincida col punto A nel 
principio del moto, per A e C fi tiri T indefinita /{ S; 
e dal punto A fi tirino alla curva i due raggi A M , 
A m infinitamente vicini e fi frgni l’archetto M n, fi 
congiungano in centri C, B colla CB, per B ed AI 
li tiri la BMR; e fi congiunta la KK. Dovendo ef- 
ferc 1 arco A K~ M K farà ^RC=LR } onde Ri C 

farà 
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.1 

farà normale a C K , e perciò farà tangente il circo- 
lo A K ; ed A M farà parallela a CK ; ciò pollo fi 
chiami A M — M nz=.dy t C A—r , R K—z^Y an- 
golo R A M = A C B , farà M A m=z dcp ; onde 

r: dQp::y :dx=.^-^-, e per confeguenza il triango- 

letto MA va demento dell’ area AM. — farà 

2 


d(p confiderato come elemento dell’ an* 
ir 

golo ACK , ovvero dell’ arco A K , che gli è propor- 
zionale viene efprelfo per ,* dunque 

rr-|-z.z. 

33 ^ Q farà T—.y y r -^ — : ma abbiamo CB — A M: 

a r 2 . r r-t-i X> 

C B: :C A : C R , ed analiticamente ir — y:ir::r: 
yfTT^Xl : dunque farà - ■ ■ a - = rr + »*) * 


4 rJ ^.7 


ir—y 

-, fatte per tanto le foftitur- 


i* s= — ■ 

a r — j y/4 r y—yy - 

rioni opportune neLla formola - ■‘ y -' y - r fi cangierà 

2. rr-j-zz 

quella nella feguente — — — , fimile a quella, che 

2 v/4 r y~~yy 

efprime la quadratura della Cifloide,, di cui fi è trat- 
tato nel problema primo . Per la rettificazione fi tro- 


va y/ d y x d ** = V^dy 1 -^ 


y y d (p 2, 

rr 


1 
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rice- 


i vi |- y - 1 _ = formoli che 

4 r J— y^| r—J _ 

ve integrazione algebraica effendo f — 

y/4 r —3 

8r — 4 v / 4 rr — r y ; la fommatoria è prefa in manie- 
ra , che elfa fvanifea polla y =z o ; quando lia j = 4 r, 
allora la metà dell’ Epicicloide fi ritrova eguale ad 
8 r , e tutta la curva eguale iór. 

Vili. A queito propolìto giudico di non piccola 
utilità efporre come coll’ ajuto della geometria delli 
infinitefimi li polla giungere fpeditamente alla rettifi- 
cazione, ed alla quadratura di tutte le Epicicloidi, 
la quale fenza un tal l'uflìJio porterebbe gran pena a- 
gli Anahfti,U che farà comprendere il merito di una 
tal geometria, ed il modo di ufarla opportunamente , 
e colle dovute cautele Sia LMN ( Big. gì ) 1’ E- 
picicloide generata dal punto M del circolo R M P , 
mentre elfo fi rivolge intorno il circolo immobile 
GLR ; nel principio della rivoluzione fuppongafi il 
punto M coincidere col punto L , e compita la me- 
tà d’ una rivoluzione il punto M venga in D . Il cir- 
colo R M P fi promuova per 1’ archetto infinitefimo 
R T> e venga nella pofizione QN T infinitamente vi- 
cina alla prima; per A , e per ì due contatti 7? , T 
fi tirino le rette ARP , A T e dal punto M fi ti- 
rino le corde MP,M 7?;ficcome dal punto N lecor- 
de N T, e fi producano Af R , N P fino che 

concorrano in H ; dal punto N inoltre fi conduca la 
N R , la quale taglierà la periferia del cìrcolo N T 
in h; per R fia ad N H parallela R O, che concorra 
colla lincola M N in O , e che fegherà la periferia del 
circolo predetto QK T* in i,ez; indi prolunghili la 

Qji 
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QJH fino che concorra con M P in K d con R O pro- 
dotta in u, ed i punti P, £>^fieno congiunti coll* ar-r 
chetto P fì^defcritro nella rotazione . Eflendo 1 ’ ar-* 
chetto R T infinitefimo , fi confonderà, folla lineola_»> 
RT, che tocca il cerchio QK T nel punto T; on- 
de avremo NR:RT:RT:Rh ( per la 36. del lib., 
3. di Euclide] ; ma R T è infinitefima in riguardo ad 
K N -adunque Rh farà infinitefima rifpetto RT, o- 

E crcib h h farà infinitefima dell* ordine .fecondo ; nelt, 
1 fteffa maniera fi dimoftra eflere infinitefima del fe-: 
condo ordine la R i ; gli archetti inoltre h T, i T fon/ 
no infinitefimi del primo ordine ; dunque per la teo- 
ria dei triangoli infinitefimi efpofta nel capo 2. gli: 
archetti i h T non differiranno dall’ archetto R v, 
ed in confeguenza non dilferiranno fra loro fe non fe 
per quantità infinitelimc rilpertive; nella ftelfa maniera 
fi dimoftra che Px fia infinitefima del fecondo ordi- 
ne , e che QJ 1 non differifca da £)»x fe non fe pet 
una quantità infinitefima rifpettiva. Óra è chiaro che, 
elfendo V arco L R = M R ed L <T = N T t fia Xf 
la differenza dei due archi M R , Nf; dunque R i , 
ed il fuo eguale Z H farà la differenza dei due pre- 
detti archi; e perciò 1 ’ arco Z farà eguale ad MP, 
e la corda Z i^=M P; per elTere poi l’angolo N Q^y 
infinitefimo ed y N fretto N £)^non differirà da y 
fe non fe per una quantità infinitefima del fecondo 
ordine ( per la prop. 5. del Capo 2. ) ; farà pertan- 
to Z y la differenza fra Z Qj=zM P ed N Qj N M 
poi è 1 ’ elemento della Curva LM N ; la pofizionc 
di quello elemento non differifee dalla pofizione del- 
la retta K N ^P er effere 1 * angolo K H M infinitefi- 
mo , effendo quefto minore dell’ angolo ellerno P K Qj 
che certamente è infinitefimo; dunque Zy che no-u. 
cifferilce da uN, che per un’ infinitefima quantità ri- 
Tom* 11 * fpet- 
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fpettiva, non differirà da NO, che per una quantità 
rifpettivamente infinitefima ; giacché u N ed NO dif- 
ferifcono fol tanto per una quantità infinitefima del 
terzo ordine, per la 5 . del Capo 2 ; farà perciò di» 
inoltrato che iia N O la differenza della corda N O , 
«he fi potrà avere per feno dell’ angolo O R N , offa 
dell’ angolo KHT prefa per feno tutto N R ; 1’ ele- 
mento pei M N della Curva può confonderli coseno 
deir angolo M R N, offia dell’ angolo H + KN Tpre- 
fa fimilmente per feno tutto N K ; giacché N M non- 
differifce dalla perpendicolare ad M R , che per 1* an- 
golo infinitefimo N M P ; ma trattandoli di angoli in- 
finitefimi lappiamo , che i fenj fi confondono cogli ar- 
chi, che li mifurano; onde elTendo gli archi proporzio- 
nali agli angoli faranno i feni AZN, NO come gli an- 
goli W + KNf, ed R NT , e perciò M N — 

M O : O N : ; H : R NT; facilmente poi fi dimo(tra_* 
H—PK f^per effere nel quadrilatero K M H N gli 
angoli in M ed N retti ; dunque M O ; O N ; • P K Q: 
R NT. Nel triangolo PXNabbiamo i lati PK , fu 
finiti, il lato KN infinitefimo, ed infinitefimo ancora 
1’ angolo P KN, onde 1’ angolo KPN farà infinite- 
fimo del fecondo ordine; e perciò 1 * angolo efterno 
i2^N P non differirà dall’ interno QK P , che per u- 
na quantità infinitefima rifpcttiva ; umilmente nel tri- 
angolo l'NX elTendo i lati NP, NX finiti, e PX 
infinitefimo del fecondo ordine, farà V angolo P NX 
infinitefimo del fecondo ordine per le cole dette nel 
Capo 2 ; dunque P angolo Q N X non differirà dall* 
angolo N P, ed in confeguenza da £7_XP, che per 
una quantità infinitefima dell’ ordine fecondo ; farà 
per tanto MO : OH : : QJi X : R N T, cioè come 1* 
archetto QJC all* archetto T h; oflìa come P ad 
* T) ovvero A Qj A T t e componendo farà 1’ clc- 
/ • mcn- 
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mento MN della Curva ad K O elemento della corda 
N peonie QJj : G A t cioè come la fomma dei dia- 
metri dei circoli mobile, ed immobile al raggio del 
circolo immobile ; la quale ragione è collante per tut- 
ti gli elementi della Curva, e della corda; dunque 
fom mando tutti gli elementi della Curva e della cor- 
da farà la Curva D H alla corda N nella ragione 
anzidetta . Si fuppone cominciare 1* arco dal punto 
D in cui la corda QJf diventa zero. Nel punto L 
la corda £>N diventa jQJT eguale al diametro; dunque 
1 arco dell Epicicloide descritto in una mezza rivo- 
luzione farà al diametro del circolo rotante , come la 
fomma dei diametri dei due cerchi al raggio del cir- 
colo immobile ,c 1 arco dell’ Epicicloide 'delcritto in 
una intiera rivoluzione farà al diametro del- circolo 
rotante, come il doppio della fomma dei diametri dei 
due circoli al raggio del circolo immobile. Se i cir- 
coli fono eguali farà j* Epicicloide ottupla del diame- 
tro dei predetti circoli come fopra abbiamo trovato al 
n. 7* Se il circolo immobile abbia il raggio infinito , 
ed in confeguenza la di lui periferia fi converta in_» 
una linea retta , allora il diametro del circolo rotan- 
te diventa nullo, e perciò farà 1* arco D M L della ci- 
cloide ordinaria duplo del diametro del circolo roran- 
tejetutta 1 * cicloide, farà di eflo diametro quadrupla. 

e . ; en ?. rao alla quadratura delle Epicicloidi. 
Egli c cola chiara , che il quadrilatero Af K7*Nfia 1* 
elemento dello fpazio- NIf, ficcome del fegmento 
è il tnlinco h NT", ovvero R NT, ovvero 
O/tN, giacche quelli trilinei non difFerifcono fra lo- 
to fe non fe per quantità infinitefime rifpettive , co- 
me facilmente li raccoglie dalle cofe dette nel numc- 
to precedente ; dunque 1’ elemento dell’ area LKT 
ali elemento del fegmento N RT come 'ii* triangolo 

Q»à MRH 
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M R N -f- Q R K , cioè come MN+NO ad NO 
offia come QG+GA a GA ( num. precedente ); dun- 
que bramando tutti gli elementi farà 1’ area L w g* 
al /egmento N 2 r , come QJJ -f- C a G A L> a 
rea fi fa incominciare dal punto L dove il lcgmenr^ 
c nullo , compita una rotazione il fegmento del cir 
colo, diviene eguale allo, fteflo circolo rotante- dun 
que in quello cafo lo fpazio comprefo fra 1’ Epicicloi- 
dc ,ed il circolo immobile farà al circolo rotante co- 
mc QJ1-+-G ^:G A. Se ì circoli fono eguali farà il 
predetto fpazio quintuplo d’ uno dei circoli , c tutto 
lo fpazio. chiufo dall’ Epicicloide farà fellupb dello 
... clr « I( V ^ diametro del circolo immooile lìa 
infinito farà lo fpazio della cicloide triplo del circolo 
genitore. 


CAP Q XIII..' 

ì.+ - • - 

. St * leuni Problemi fattami la cubatura dei 

joUdi , e la compiana&io/te delle faerfiàe gene- 
rate nella rotazione delle Curve . 

L P E r r cub «ura di folido altro qui non intendiamo 
fe " 0tl ,f c Ia determinazione di un parallelepi- 
pedo eguale alla capacità di detto folido,-. ficcami 

per comp.unazione di fuperfìcie altro qui non lì i n : 

jende , che la determinazione di un rettangolo, che 
venga da detta fuperfiJe eguagliato. Sia(F.j 2 ) la Cur- 
.va A D , le cui coordinate ortogonali fieno A B — x 
c Apponga fi ruotare il piano A B D in^ 
r°! r -j° aire ^ cerca la formola , che efori ma il 
x § enerato dalla fuperficie ABD .. Si accrefca^ 
per T demento infinitefimo = dalpun- 

* * i - ■ . i j. to 
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to frb conduca l’ordinata bd infinitamente vicina 
BD ; e fi a Dm parallela a B b . Egli è cola chiara 
che il folido , il quale nafee dalla rotazione della fu-* 
perfide infinitefima BD db fia 1’ elemento del folido 
generato dalla rotazione dello Ipazio ADB ; ma il 
folido generato dalla fuperficie BDdb non differifee 
fc non fe per una quantità infinitefima rilpettiyamen* 
te al folido , che genera il rettangolo DB bm, che 
è un cilindro , il quale à per bafe il circolo del rag- 
gio B D, e per altezza la B b; dunque quello dlindret- 
to è l’elemento del folido generato dalla fuperficie ^BD. 
Per efprimere analiticamente quello cilindretto infi» 
nitefimo , r : P difegni la ragione del raggio alla pe- 


% py r py 
riferia del circolo ; fe facciali r : p : :y: -pj farà — — 


3 


la circonferenza deferitta dal punto D , ¥ area poi 
circolare è ; onde il cilindretto, che è l’fclemen- 

to infinitefimo del folido generato dall* area A B D * 

farà tZ- . B b = .y 1 dx; e per confeguenza -- . 

2 r ir. 2 r 

Sy i dx farà la formola che efprime 11 folido genera- 
to dall’ area A B D . Se conducanfi A C, DC parai* 
lele ad A B, B D , ritenute le ftefle denominazioni , 
fi dimoftrerà nella fletta maniera, che il folido gene- 
rato dalla rotazione dell’ area AD C intorno 1 »«*»' 


AC fia Z- Sx'dy i 


- *«. 


’ ITv Veniamo alla applicazione di quelle fòrmole* 
Sia A D una linea retta, che feghi 1* afle AB m A, 
con cui faccia up angolo, che chiamo fa» Per detcr* 

mi- 


r 
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ilare , il cono deferitto dal triangolo rettangolo AD B 

fi noti cheCc.fx: Se. [X :: x : y; dunque y— S C ~- X . * ; e 

perciò il cono deferitto dalla rotazione intorno A B 


farà ±sEUL. x*dx=-lÌL£ . ZLzzJL, 

zr - l * g _ 


z r 


Ce. fX 2 r . C e . (X 

. Nella ftefla maniera fi dimoftra , che il cono 

3 

deferitto da! triangolo A DC rotato intorno I* affe^ 

p yly 

A C fia ; dunque il primo cono al fecondo 

farà come y : x , cioè come Se. [x :C e. fx . Se AD 
■a la parabola dell* equazione a x = 7* , farà il fo- 
lido generato dallo ipazio A D B intorno AB — 

~Z Sjl* d x-=zl~S * xix = — . fifl . Similmente il 

* r . ir. 2r 2 

folido generato dallo fpazio AD C intorno CA = 

■Lsw, 6rtis2lÌl = i.JL-JL 

* r _ * r ^ic la* 2 r ‘ 5 ’ 

Adunque il primo folido fra -ai fecondo come JL • JL : 

* 5 

« dove y è eguale a ì rolidi ancora fi eguagliano. 

Sia I* Iprrbola equilatera M GH (F.gg) fra gli afintoti 
if M t A N ) in cui pollo A F — F (J — .1 , fia a a—x y 9 

* P cr c‘^ »I folido generato dall’ area G F BD ruotata 

intorno 1* affé iJ B , che è eguale alsnda. fari 

ir 


Digitifed by Google 


S f-jl— = A , in quello cafo è neccf- 

2 r x x ir .x 

fario aggiungere la collante , la quale fi determi- 

na nella maniera feguente : fupponiamo che il folido 
fia nullo, quando fia x = a ; dunque farà A = ai , c 
perciò 1* efpreflìone indeterminata del nolìro folido è 

f W* p X 4 

ai — — . ai . . Da quefla forinola-. 

2 r x i r x * 

fi raccoglie > che fe le afcifle crefcano in ragion arit- 
metica , in maniera che fieno 4, a a , 3 4 , 44,54 

ec. , i folidi corri fpondcnti faranno moltiplicato 


j j a /l 

per 0, — ' , — , -ì. , -L ec. Polla x infinita , — 

2 3 4.5. x 

diventa zero j onde il folido benché infinitamente.* 

longo farà = cioè eguale al cilindro generato 

nella ftefla rotazione dal rettangolo AFGC. Se fia 
x < 4 il folido è negativo , il quale diventa infinito 
pollo x~o. Sia il quadrante ellitico GDFA,(Fìg. 
34. ) il cui alfe maggiore A F fia = a , il minore 
AG — b , A B — C D fa — x , B D — AC-^zy . A- 
vrem > per 1 ’ equazione dell* Elliffe y y = b i — f 
y b x x 

; e perciò il folido generato dalla rotazione 1 


'4 4 


intorno A F , che è S v 1 dx, diverrà x 

2 r ir 




« * <%/«/#' ‘ * 


4 4 


2 r 


è £ x» 

- — 1 

3 4 4 
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x — a farà il folido generato del quadrante — . 

± k b y ' ' . 2 r 

Il folido poi nato dalla rotazione intorno ad 

* J 

AG, che viene efpreflo per -L- Sxxdy, faià = 

- ' ' zr 

y d y p a a y> c , 

-1— = , aa y ,e fat- 

b 2 r J 7bb. 


a a y 


' p 

S a a. dy , . — , , , , 

ir ^ £ £ 2r i b b ■ 

ti y—b , farà il folido generato dal quadrante in- . 

. — — P 2 U U b _ • i r i' 1 


J 

torno ad AG — -A. LUL „ Dunque il folido gene- 

2 r 3 v ... . i 


rato dal quadrante intorno -4.F Uà al folido generato 
dal quadrante intorno ad A G come b‘: a , cioè in ra- 
gione reciproca degli adì. Se fia a — b , onde il qua- 
drante ellitico divenga circolare farà 1’ emmisfero ge- 
nerato = — . 2 * a - ; e fc pongali a —r farà I’ em-' 
- 1* ■ : . £ ... . * . . . ? 

misfero = , c tutta la sfera — r r , cioè c- 

. g •; 3 

guale al parallelepipedo, che abbia per bafc il qua- 
drato del raggio , c per altezza due terzi della peri- 
feria . 1 : “ 

II!. Palliamo alle fuperficiè , che fi generano nel- 
la rotazione delle Curve. Si roti la Curva A D in- 
torno 1’ alfe AB ,{ i chiamino le A B—x, le BD—j ì ■ 
fi cerca la fuperficie generata nella rotazione . Condu- 
cali bd infinitamente vicina a £ Z), e la corda minima 
D d , la quale prodotta incontri la AB in P. ( Fig, 
35- ) La zonula conica generata dalla retta Dò c 
minore della fuperficie generata dall’ archetto d per 


una 
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una quantità rifpetfivamente a loro infinitefima; dun- 
que la fuperficie generata dalla lineola D dèi* eie- 
mento della fuperficie generata dalla Curva A D . 
Per efprimere analiticamente quello elemento fi chia- 
mi A D z= r , D d = d s , D V — t; dunque farà 
PDd= t-\-ds , la circonferenza del circolo de- 
fcritta xol raggio B D è = — . y , quella de- 


fcritta col 


raggio b d è = . j -fi- d j ; 


inoltre^ 


è facile ad intendere , <che la fuperficie del Co- 
no retto fia eguale ad un triangolo , che abbia.* 
per altezza il lato del Cono e per bafe la periferia 
del circolo che c bafe del cono ftelfo; dunque la fu- 

p 

perfide conica defcritta dalla retta PD d è — . 
r ir 


t-f-us .j-t-aj ~ 


f 

" • 
1 r 


ty t* y U s d s d y , 


e la fuperficie defcritta da P D è = — - . ty ; c tolta 

quella dalla prima farà la zonula conica defcritta da 
D d, cioè 1’ demento della fuperficie generata dalla 

p ; p 

Curva AD— — . t aj -f-y d s -f- d / d y — — . 

ir ir 

t dy -t-y ds ; giacché dsdy è infinitefimo rifpettiva- 
mente agli altri termini. Ma t: y : : d s : dy , e perciò 

tdy—yds; dunque il nollro. elemento farà y d s . 


Nella (Uffa maniera fi rtrova 1’ elemento della fuper- 
iicie generata dalla -curva A D rotando intorno ad 


5ow. IL R 


AC 
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A C =-£- x d s . 
r 

IV. Sia AD H ( F/£. 36. ) un quadrante di cir- 
colo , il quale ruoti intorno il raggio K A — r , fi cer- 
ca la fuperficie generata dal quadrante . Si chiami 
AB = x j B D — y , farà la fuperficie generata dal pez- 

io di quadrante A D =. I— Sy d s pel numero pre- 
cedente ; ma per la natura del circolo è r:y::dt: 
dx; e perciò dr — ^-^-’y dunque farà — Sy d s — 

y ^ 

1 — S r d x = p x =— . ir x— JL . AD t cioè egua- 
r 2 r ir 

le ad un circolo che à per raggio la corda AD; non 
fi aggiunge la collante , perchè la fuperficie diventa-, 
nulla , quando fia x = o . Quando fia x=r, nafeerà 
1’ emisfero, la di cui fuperficie farà := p r , cioè egua- 
le al doppio del circolo del raggio — r ; tutta la fu- 
perficie poi della sfera è quadrupla dello ftelfo circo- 
lo . Si voglia ora la fuperficie generata dal quadran- 
te ADH ruotato intorno la tangente AC. Pel nu- 
mero precedente farà la fuperficie generata in quella 

rotazione da A D=z: — Sxds; ma per la natura del 

r 

circolo abbiamo r:r — x::dt\dy , cioè r d y ~r d s 
— xdf> e per confeguenza x ds — r d s — rdy; dun- 
que farà -LSxds = ■?— Srds — r dy ~ p s — p y , c 
r r 

polla / ~ , nel qual cafo y diventa = r , farà la. 

4 


fu- 
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fuperficie generata dal quadrante = — — rj; fe fac- 

4 

elafi r = — , nel qual cafo y diviene zero , farà la 
2 

fuperficie generata dalla metà della circonferenza.* 

— ti , e quella generata da tutta la periferia —f 
2 

Sia FD (F i£. 37.) quella Curva che fi chiama trat- 
toria, la di cui equazione, benché non fia data al- 
gebraicamentc fra le coordinate A B = x , DB z=y , 
è data per altro trafeendentemente , involvcndp i 
differenziali delle fluenti x , j; abbiamo in quella Cur- 
va^ y/ d x d x dy d y — — a dy , a difegna la retta 
FA, e chiamato ds V elemento della Curva = 

y tdxdx-\-dydy, farà y ds — — ady ed integran- 
do S y d s — À — ay; il principio della fommatoria fi 
prenda dove y diventa — a , farà 0— A — a a , ed 
A — & ci ; onde avremo Syds — au — a y . Or elfen- 
do la forinola della fuperficie del foiido nato nella ro- 
tazione delle. Curve intorno la linea delle afciflei» 

f 

— — S y d s ( num. 3. ) ; dunque nel cafo farà la fu- 
r 

perfide generata dall’ arco FD ruotando intorno ad 

FA— — Sy d s — — . a * — . a y . Ma — efprime 
r r r 

la periferia del circolo del raggio =*, ed a — y fi 
trova eguale ad FC ; dunque la fuperficie deferi- 
ta dall’ arco FD è eguale ad un rettangolo , che 
à per bafe la periferia del circolo del raggio FA y 
e per altezza CF; onde la fuperficie infinita ge- 
nerata dalla Curva F D G infinita ruotando intorno 

R a ad 
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»d AB b eguale ad un rettangolo che à la fopraddet- 
ta bafe, e P altezza eguale ad FA. L’equazione del- 

c d i 

la logaritmica è A x = ; prefa 1* ordinata-» 

FA=zc lì cerchi la fuperficie dell’' arco FD rotato 
intorno 1’ afintoto AG. Dall’ equazione della Curva 
d V ■ ■ 

fi ritrova At— — — ^ c c -\-yj ; dunque la fuperlf- 

y 

eie ricercata, che è = — SyAf, far k=JL S — Ay 

r r 

y'Vc-h y y 4- A . Per integrare quella formola faccio 
y/c c-f-J iy=y-hzy da cui ricavo y = ! , 

2 Zi 

. C C Z Z , , Ji + ct , 

Ay ~ — Az , j+2= 7— — i onde-/ 


2 Z Z 


2 Z 


follituendo farà — Ay y'f c-f-j y — C *' + ~ 2 c cz z -+-z * ^ 

4 zi 

— c4 


e fommando- avremo S — Ay cc-\-yy — 4- 

8 Zi Zi 

Zi 4 c4 


8* J 


^ Zi 4“ A X 

2 2 


— / z 4- _ 4- yj — 

2 8 

• ~r 7 1 / c t y 7 

/ì/cc4-jrjr — y — 4 -^f . Per determi- 

nare la collante A li fupponga fvanire P arco quan- 
do fi a y—c } avremo in tal fuppolizione — x 


* V i — f — l/ìlf A =.0 i onde A — 


t c 
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nt 

1 / J i c c — c , ed in confeguenza farà la fupcr- 

2 v 

fide generati dall’ arco FD nella rivoluzione intorno 
ad AB = -L x 


£j£if=Z££2l4--( t -0- 

2 2 

V. Per .confideràre ancora le Curve riferite al fuo- 
co fia la Curva A D ( Fig. 38. ) riferita al fuoco F,. 
la quale ruoti intorno 1 ’ alfe A F, che parta dal pun- 
to F ; fi cerca il folido generato nella rotazione dell’ 
area AFD. Si conduca Fd che faccia un angolo in- 
finitefimo ‘con F D ; e fuppongafi la rotazione fatta per 
un angolo infinitefimo, in maniera che. il. punto D de- 
feriva il minimo arco Dp. Il folido generato dallo 
fpazio FD d è una piramide, il cui vertice è F, la 
bafe poi c il rettangolo generato da D d, che à per 
bafe D de per altezza P arco- minimo. D p ; quella 
piramide è doppia di quella,, che à il vertice F, e per 
bafe la metà del rettangolo generato da D d ; ma que- 
lla piramide è la terza parte del prodotto dell’ area 
T D d nell’ arco D p ; dunque la piramide defcritta_» 
dall’ area FD d è eguale a due. terze parti del pro- 
dotto dell’ area F Dd. nell’ arco Dp; dunque inte- 
grando farà il folido generato nell’ intera rivoluzione 
dal triangolo infiuitelimo FDd, eguale a. due terze 
parti del prodotto della ftefla area FD d nella circon- 
ferenza del circolo deferitto dal punto- D ; il qual lo- 
lido è chiaro che fia 1’ elemento del folido generato 
dall’ area ADF. Per trovare 1 ’ efprertione di quello 
elemento analiticamente, fi conduca BD normale all*’ 
alle , c centro F raggio FD fi deferiva 1 ’ arco mini- 
mo; 
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mo d r . Si chiami FD=y, dr = dxy 1’ arco IL 
defcritto col raggio FI=r fi chiami fi , il l'uo de- 

mento Li farà d fiy avremo ancora BD — — — .j, 

e 1’ area FD d Per ritrovare la circonferen- 

2 

7 .a deferitta dal punto D , fi faccia r : p: : B D = 

^ c 'Jt ,y : LESiUl. y , quella farà la circonferenza ri- 
r r r 

cercata . Dunque 1’ elemento del Solido in queftionc 

farà = LjiZlJL .y y d x . Ed il folido fteflb = J— . 

3 r r l r 

„ Sc.u.dx - _ _ , _ 

Syy 1 • In quella formola fi ritrovano tre 

T 

variabili y , fiy dx t le quali facilmente fi riducono a 
due eliminando dx\ imperciocché abbiamo r : d fi : : 

j.;dx—- — —j dunque la formola <lel folido potrà 

T 

. e . p--du.Se.fX p dCc.fX 

cangiarli in J—Sv * — ; = S — > 3 ; 

3 r rr 3 r ‘ r 

dixSc.u 

giacché — ■ — - — - — — — dCc. fx. 

VI. Sia per efempio AD il circolo, il cui raggio F A 
fìazrr, farà y — r; dunque il folido generato dal let-r 

tore FAD farà = Z_. il — C c~.~fx. La collante fi 

l r - 

è determinata in maniera, che pollo Cc.[Xz=Syi\ folido 
diventi nullo; ma r — Cc.fx é uguale al feno verfo 

Y p D 

AB: dunque lo fteflo folido farà = -J — ; quan- 

3 

do fia Cc*i« = — r> allora fi ottiene 1 ’ efprcflione di 

tut- 
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tutta la sfera — 2 - -- , come fopra n. 2. abbiamo ve- 

.3 .'•••. 

duto. Sia j = »r C c. /a la quale equazione appartie- 
ne al cerchio, che à per raggio — , porto il fuoco 


j/ — o fi avrà la sfera — — 


2 y / 

=77 (-) 


nella circonferenza , imperciocché condotta la corda 
A D, fe 1 ’ angolo A D F è retto , farà r : C c .fi : : 
F A z=. m r : y , e perciò y^zmCc.fi. Differenziando 

farà ‘Li —d C c.fi. Dunque il folido— S — 

m 1 3 r w r 

. ffl4 r4 .‘>1 ^ f, è aggiunta la cortame in maniera* 
3 r 4 m r 

che renda nullo il folido, fe fia y — mr\ onde fatta 

p m 3 r 3 

3 r 4 i 

Sia la fpirale di Archimede ia quale fi defcrive dal pun- 
to D, che (F. gp.) cammina con moto equabile fopra F 
mentre quefto li rivolge pure con moto equabile pel 
quadrante IB. Condotta qualunque FDL fi cerca il 
folido generato dallo fpazio F D , che fi contiene fra 
la Curva, e la corda. Chiamato il raggio TF—r, e 
il quadrante I B — q , e ritenute le fterte denomi- 
nazioni di fopra fi avrà 1* equazione della fpirale 
r 

j — fi; imperciocché farà lo fpazio D F—y pcr- 

corfo dal punto D all’ arco I L = fi percorfo nello ftef- 
fo tempo, come l F : 1 B : : r: forti cuito quefto valo- 

/* n r 3 i 

re nafcerà la formola del folido — — S • — — - . 
fi 3 d C .U p ia 3 r q 3 

~T S — r. — dCc.fi j la qual formola fi 

* ^ . 

sà 


J 
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sà integrare per le cofc dette nel Capitolo io. 

VII. Rimane foltanto a parlare delle fupeificie de- 
fcritte nella rotazione delle Curve riferite al fuoco. La 
Curva (F. 28 .) A D riferita al fuoco F ruoti intorno 1* af- 
fé AF) .che palla pel fuoco F. Egli è chiaro , che 1* 
(elemento D d , nella rotazione minima , generi un ret- 
tangoletto, la cui bafe è D d , l’altezza è l’arco mi- 
nimo defcritto dal punto D; dunque integrando fup- 
pofta collante D d, farà la zona defcritta <da quello 
.elemento eguale al rettangolo di D d nella circonfe- 
renza defcritta dal punto D, ma abbiamo r :p : : B D— 

•y S c.u p y S c . ix , p yS e .u r , 

: r -± ; dunque farà Iaxircon- 

. r r r r r 

fcrenza defcritta dal punto D , la D d poi c =: 

^ d x d x ~\-dj d y ; dunque la zona defcritta da D d 

farà =: ? y S . C ' ! X „ y/ d x d x-f- d j dj ; ma è d x = 
r r 

?J. IJ i . , dunque la (Iella, zona lì troverà — ? y c - X x. 
r rì 

77 * {j. 1 -j -,- 1 dj * , ed integrando farà la fuperficie ge- 

cerata da A D = I— S y Se . /a y/ y d (x 1 r l a y* 


Vili. Sia AD il circolo defcritto ‘centro F,ecoI 

raggio FD=r, farà j = r, adunque da fuperficie ge- 
nerata dalla Curva A D farà — JL :S d fx S e . fx ; ma 

>* 

d/x S c.fX = — r d Cc . [X. dunque la Ri lfa fuperficie farà 

z=pS — dC c./j z= p.r — cc./x. Si aggiunge la co- 
llante in modo, che fatto C c-./x =r lai (uperiicie di- 
venti nulla; e comecché r — Cc.fx eguaglia il feno 
•vedo A li , quindi la fuperficie generata calcareo AD 

•egua- 
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eguaglierà il rettangolo di tutta la circonferenza nel 
feno verfo AB. Sia la Curva FDB (Fig, 40.) che 
à per equazione y=.Sc.fx; porto 1 * angolo I FD 
~{j p, cd FD —y: difFirenziando farà d y — d S c . jx~ 


dixCf.fX 


dunque la fupcrficie generata dall’ arco 


FD farà — f dfxSc.fx j/^Sc.fx -f-Cc.ju. =: 

2 

P d p. Se. u . . , . . 

— J - ; la quale integrata per le cofe dette 

nel Caplt0I010.fi trova eguale ’ IJ -—^ c • u C c.u 

. 2 v 

quefta fommatoria è prcia in modo,chc divenga nul- 
la quando fia jx — o. 


CAPO XIV. v 

In cui Ji rifolueno alcuni Troblemi inverfi di quei 
dei Capi precedenti . 

I* pRoblema primo. Si cerca una Curva BC(Fig. 

A . 41. ) riferita alle coordinare ortogonali A E, 
E C,m cui 1 * area ABC E eguagli il rettangolo del- 
la Curva B C in una retta data — a. Chiamata A E 
— * ) F C —y , nafeerà fubito P Equazione Sy dxz=z 
a Sy/ d x l «4- dy l ; offìa y d x cr: a y/ d x l -f- d y l ; in_. 
quefta equazione fe pongali y =z.a,e d in confeguenza 
dy—° avremo adx—adx; la quale identità di- 
ro 0 ^ 1 , che alla noftra equazione foddisfaccia P e- 
quazione y~ a y ed in fatti tagliata A B z=. a, c con- 
Tom. II. S dot- 
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dotta B F parallela ad A E , quella linea B F avrà la 
condizione ricercata nel problema , cioè larà a . B F= 
all’ area A L’ F E . Si alzi ora a quadr ato 1 ’ equazio- 
ne differenziale ydx-=zaVdx z -\~ d y 1 , onde Cny 1 d x x 

u d y 

— a 1 d x* + a 1 d y x , farà dx — 


ed inte- 


grando avremo x-)r A — S 


y/yy—aa 
a dy 


Per coflruire 


Vyy — aa 

ia Curva a cui compete quella equazione differenzia- 
le, fi ponga V y y — a a — j -H * » avremo 
— a a — z zi 


2 z 


==J } ed j 4- z )/yy — a ci — 


s z — n et 


d z> Zi Zi — a ci 


2 % Zi 


onde 


2 Z 

ci d y _ et d Zi 


a d y 


Vyy — ** 


~—L zi z=z-LVyy — aa — J>> 


e dy= — 
e perciò S 

V.yy— aa . . 

prefo il logaritmo nella logiflica che per fottangente 

abbia a ; onde A -|- x =. — L Vy y — a(t ' — J ^ 

equazione della noftra Curva in termini finiti: adun- 
que fe fi deferiva una Curva le cui afcifTe fieno 

— — L Vyy — u A — y più O meno una collante , le 
ordinate fieno le y , quelta Curva farà la ricercata 3 a 

ci d y 

cui compete 1’ equazione differenziale d x — — ' — • 

Vyy — a * 

li. Problema fecondo . Ritrovare la linea AB ri- 
ferita al fuoco C , in cui 1 * area CAB ( F ìg. 42. ) 
fia eguale al rettangolo della linea A li nella retta-. 

!L - Condotta la Cd infinitamente profilala a C B e 
2 - cen-- 
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centro C defcritto il minimo arco B m, fi ponga C B — -y, 
Bm—dx: dunque per condizione del Problema farà 

ydx=.ay/dx x -\- d y 2 - , qui ancora porta y=a fi ve- 
rifica 1’ equazione; per conferenza il circolo defcrit- 
to col raggio C A=a è dotato della condizione ricerca- 
ta . Per vedere fe oltre il circolo vi fiano altre linee 
che foddisfacciano alla fopraindicata equazione; li ri- 
duca querta a d x~ — ■- - y — . la quale non fappia- 

\/y.y — au 

mo ancora fe fia algebraica o trafcendente ; per fco- 
prire ciò defcritto il circolo col raggio C A =z a , fi 
chiami 1’ arco AD—tXyC D d d fx . Elfendo y :d x 

::a:d[i ; e perciò dxz =- — — , fatta la foftituzione 


nell’ equazione diverrà elfa d [X =. 
„ a a dy 

a. f — . V *' 


a a dy 


onde 


3 Vj3 — aa 

querta fommatoria efprime unar- 

3 V33 , 

co circolare il cui raggio fia — a , e la fegante = y ; 

dunque 1’ arco } x—AD^ che à per raggio /*, avrà per 
fegante y = C B ; ma C B non può ellere fegante , fe 
A B non fia linea retta ; dunque oltre il circolo hav- 
vi la fola linea retta dotata della proprietà , che lo 

fpazio CAB eguagli il rettangolo di AB in — - . 


III. Problema terzo. Vogliali la Curva riferita al- 
le coordinate ortogonali , la di cui area fia data per 
la fola afcifla , Querta Curva è fempre algebraica , fe 
la funzione dell* afcifla , per cui fi dà, o fia algebraica, 
o involta un folo fegno fommatorio , che comprenda 
tutta la quantità in maniera, che la differenza di elfa 

S 2 fun- 


Digitized by Google 



I 4 0 LIBRO!. 


funzione fi pofla efprimere per P d x , eflendo P fun- 
zione algebraica di x ; imperciocché dovendo eflere 
ydx-=zEdx y fatta la divifione per d x faràj=rPe- 
quazione algebraica . Pongali per eleaipio P = x m , de- 
notando m qualunque numero pofitivo, o negativo, 
avremo y =p x”‘ equazione che efprime tutte le Para- 
bole , ed Lperbole . Sia A E B ( F ig. 43. ) un ferai- 
circolo fi cerca la Curva Al M , la di cui area AID 
eguagli il fegmento di circolo , chiufo fra 1* arco , e 
la fua corda AE. Si chiami ÀD — x J DI — j) fa- 
rà il fegmento — sl ^ V * — ; dunque y d x~ 

2y/ ir — x 

r d x J x yJx - , - 

— - — .-dunque y rr — ■ v — , cioè °yyr — 

2^2 r — x 2 y/x r — x 

^ xyy ■= rr x , la quale equazione efprime una Cur- 
va di terzo grado , che comincia in A , fega il femi- 

circolo in F dove abbiamo A G — — , odia divide il 


raggio CB in due parti eguali in G , indi fi accoda-, 
all’ afintoto B M . In quella Curva adunque abbiamo 
lo fpazio AID eguale al fegmento circolare A E ; 
onde lo fpazio infinitamente lungo A FM B chiufo fra 
la Curva e 1 ’ afintoto farà eguale al femicircolo ; e 
tolta la porzione comune A F B farà lo -fpazio infini- 
tamente lungo F ìd B eguale allo fpazio A E F I A com- 
prefo fra 1 * arco A E F del circolo e P arco A I F 
della Curva ; ma quello fpazio è eguale al triangolo 
AE G per effer il fegmento AE F eguale allo fpazio 
Al F G ; dunque lo fpazio infinitamente lungo B F M 
è eguale al triangolo AEG. 

IV, Problema quarto , Si voglia una Curva A I > 

la 
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la di cui area AID ( F.44) fia eguale al fegmento iperboli- 
co A E chiufo fra la Curva, e la corda . L’ Iperbola fi 
fuppone equilatera , che à per affé trafverfo A 2 A— 2 
e perciò chiamata AD—x> un tal fegmento fi trova 

eguale a S ■ r ; dunque avremo 1 ’ equazione 

2 y/l r + x 


ydx — 


1 d x 


onde 


r yj X , 

j — - — — 1 ed rr a_ 


2 y ' 2 r -f-x 2 yj 2 r-p. x 

%.yy r -h 4 jy yx; quella equazione ùmilmente appar- 
tiene ad una Curva di terzo grado , la qual curva , 


tagliata C H = C K ■= — , c condotte H M , 

K 2 M parallele al primo affé , parte da A , e fi 
accolla all’ afintoto H Ai , ed è dotata inoltre di un 
altro ramo , i di cui afintoti fono 2 A N , K 2 M. In 
quella Curva lo fpazio Al De guaglia il fegmento A E, 
aggiunto pertanto il trilinco AIE chiufo fra la cor- 
da A E, la retta I £, e la curva A l , nafee lo fpa- 
zio chiufo dall* arco A E , dall’ arco A I , e dalla ret- 
ta 7 £ eguale al triangolo rettilineo AED . In quan- 
to poi ali’ altro ramo condotta qualunque A z E all’ 
Iperbola , ed a quella condotta 1 ’ ordinata 2 E 2 D , 
che feghi la Curva in 2 1 , farà il fettore iperbolico 
A2E2A eguale allo fpazio infinitamente lungo N 2 A 
2 D 2 I . Avvertali che la Curva à due altri rami li- 
mili eguali ad A M , e a 2 7 2 M dalla parte delle ordi- 
nate negative , perchè il valore di y nell’ equazione 
è fempre doppio. 

V. Problema quinto . Cercali la Curva , la quale 
ruotata intorno 1’ affé delle afeiffe, nafea un folido da- 
to per una funzione dell’ afeiffe moltiplicata in , 


che 
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che c la ragione della circonferenza al raggio . La 
Curva è Tempre algebraica , fe la funzione ila alge- 
brica , o contenga un folo fegno fommatorio , che ab- 
bracci tutta la quantità. Sia per efempio la Curva, 

che girata intorno 1’alTc nafca il folido = 1- .<? aì * x 

r x 5 

avremo per tanto l’equazione — Sy l d xz= JL S • 

2 r r x 9 

dunque xyy—i a* , che è un’ iperbola di fecondo 
grado. La difficoltà principale, che fi incontra nella ri- 
foluzione dei Problemi inverfi,confifte nel fare il paf- 
faggio dalle equazioni differenziali alle integrali; quan- 
to tale difficoltà fia ardua a fuperarfi fi vedrà nel li- 
bro che fiegue. 


FINE DEL E RIMO LIBRO. 



IU 
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LIBRO SECONDO 

Del metodo diretto ed inverfo delle Tangenti 
e dell’ integrazione delle Equazioni dif- 
ferenziali di primo grado. 

CAPO PRIMO. 

ì 

In cui , fi efpone il metodo di determinare le tangenti 
delle date Curve . 


S 

I. V-/Ia data una Curva qualunque A DB, ( Fig . 

45. ) a cui pel punto D fi debba condurre la tangen- 
te. L’ equazione della Curva fia tra le coordinate or- 
togonali CE — x , DE ; e fuppongafi condotta-, 
la tangente D F , che feghi la linea delle afcifle nel 
punto F; conducafi 1* ordinataci infinitamente vici- 
na a D E , ed incontri la tangente in « ; tirili D ni 
parallela ad Ee. Egli è cofa facile a dimoftrare , che 
le due lineole infinitefime md , mn differifcono per la 
lineola d n infinitefima rifpettivamente alle prime; per- 
chè condotta la corda Di, avremo 1 * ngolo nD d i'n- 
finitefimo per la natura della Curva ; gli angoli poi D d n, 

D n d fono finiti ( eccettuatone qualche punto parti- 
colare della Curva, dei quali punti parleremo nel Ca- 
pitolo feguente ); dunque nel triangolo nDd farà» d 
infinitefima rifpettivamente a D d pel lib. 1. Gap. 2 ; 
ma Dd t dello lleflo ordine che md, ed mn; dun- 
que 

i 

1 
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ffue n A è infinitefima ril'pcttivamente ad mA, ed m «, 
dunque quelle lineole per adequazione poflfono pren- 
derli come eguali . Ora è chiaro , che a cagione dei 
due triangoli limili «Dm, D F E fia « m : D m : : D E: 
FE y ed in termini analitici Ay:Ax::y : Fcj dunque 

farà F£ = — la retta FE comprefa fra 1 ’ ordi- 
Ay 

nata DE, e la tangente DF (1 chiama fot tangente, fe 
dalla fottangente F £ fi levi l’afcilfa CE fi otterrà la 

FC = ^ ^ ^ X ~— - . Alla tangente FD nel punto D 

fia normale D G , che incontri la linea delle alcilTe^ 

nel punto < 7 ; la FD dicefi normale della Curva, e la 

1 

D E 

CE Jhnnormale . E comecché abbiamo C£ = - — — , 


farà G E =zy % — ^ Ì ^ • ed efiendo D G = 

A y dx 

ITE 4- G£* farà DG = + — 

- A x x 

7 ,/ A x 1 4- A 

— ■ — - - > ma J A x l 4- Ay 1 è eguale a D A e- 

d x 

lemento della Curva .-dunque chiamato quello elemen- 
to dry farà DC = y^; la tangente poi D F fi tro- 


va eguale ^ — » 

d y 

Co V , mezi ° delle formole fopra indicate fi ri- 
lolve il problema ; Data la Curva ritrovare la tangen- 
te , c le lince che da cRc dipendono; ad un tal fine 

altro 
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altro non decfi fare , che differenziare 1* Equazione della 
Curva riferita alle coordinate ortogonali, con che fi de- 
termina la proporzione fra gli elementi d r, d x, dy 7 c 
foftituita quefta proporzione nelle forinole reitera in 
termini finitili valore delie predette linee. Eccone gli 
efempi. Sia la Parabola A DB, il di cui alfe fia A E> 
fia 1' afcilfa AE — x , e P ordinata = y , il parame- 
tro = 1 a , farà 1’ equazione 2 u x =yy , e differen- 
ziando avremo a d x—y d y ; dunque Co- 

d y a 

mecchè poi la formola generale della fottangente F E 

è — - *. num. 1 . foftituendo per tanto in quefta 
dy a 

per —, avremo FEz= — = zx; dunque nella Pa- 
d y a 

rabola la fottargente è doppia dell’ afeiffaj la fun- 
normale poi E G farà eguale ad cioè egua- 

le al femiparametro . Inoltre eflendo — = JL , farà 

dy * 

«T =-—= —■ ■ ■ i onde dy x — — . c perci ò 


^ i u x 


lux 


rf f — y/ d x 1 -f- d y* — d x a -f- 


a d d x* 
lux 




• a u 


a x 


d x j/i- +x 

2 — ; pertanto ft> 




nella forinola della tangente DF=ilLÌL fi collochi il 

T vaio* 
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valore ritrovato di ds farà D F = 


<ijV x 


y x 

r= — = y'z foftituito poi rfr 

x 

nella formoli della, normale DG — -, fi ritrova: 

d x 

* J' ^ / T +X 

DG = = 1/ a a -t z ax ; le quali linetj» 

V'* 

per altro fi larebbero potute determinare con facilità- 
fenza ricorrere alle formole, porto che forte determina*- 
ta la fottangente , e la funncrmale .. 

III. Sia DN 1 * Iperbola ( Fig. 46.) fra gli afin— 
toti, la di cui equazione porta AE—x, E D — y 
Tappiamo edere xy — an \ dunque differenziando farà. 

x dj -4-j d x—o , e — x zz.’L- -, che è appunto 1* 

d y 

elprertìone della fottangente ; il valore negativo indi- 
ca che la fottangente non debba effer prela verfo il 
principia delle alciffe , ciot verfo A , ma verfo la par- 
te opporta. Per la qual cofa fe fi tagli EF~A E~x> 
condotta D F y farà quella tangente la Curva* Effendi 

la formola della funnormale , foftituito — I in_* 

d x x 

vece di — , fari la funnormale — r= — — ; il 
dx ' x x> 

valore negativo indica, che la funnormale li dee pren- 
dere dalla parte, dove principiano le afeirte; laonde- 

ta- 
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tagliata EG= — = — , la CD feghcrà la Curva 

x } 


a a. 


ad angoli retti. Se x fìa maggiore di a % il punto G 
cade tra i punti E , A ; fc fia x il punto G co- 
incide con A; finalmente, fe fia x minore di a , il 
.punto G cade dopo i punti £ , A . 

IV. Vogliati la tangente della Curva la di cuì fi- 
gliazione fia a m x n — y m + * , la quale efprime tutte le 
parabole} ed iperbole ; differenziando 1’ equazione ab- 
biamo n a m x* - 1 y * "- 1 dy ; dunque -fa- 

= il quale va- 


ri 7 ^ * »»*+•» 

dj ~ n ‘ 


J 


m 4* » 


«V' 1 


»/ 


fia 


» 


lore efprime la fottangcnte . Se la frazione 

pofitiva , il che accade nelle parabole , tagliata £ F 
verfo A , la quale fia ad .4 E in ragione di m-\-n i », 
c congiunta F D 3 farà quella la tangente ricercata . Se poi 

fia negativa , come avviene nelle iperbole , fi 
- n 

dee tagliare EF nella ftefla proporzione, ma dalla par- 
te oppoita a quella, in cui efifte il .principio delle a- 
Ycifle . 

V. L’ Equazione della Curva, di cui fi vuole la-. 
a " 4 " 1 

tangente fia d"+;x' n = y*-*, Prefa la differen- 


za farà ± m x m ~ l dx — m — n 
Jx _ 

*4j ~ 


,»+- 1 


■ y m ~ 9 “ s dy ; onde 


n , 1 Z ; adunque farà la fot- 

b x m ~ l ’ 

yàx m — n a”-*- 1 y m ' H m—n 




«4* X 


m—«-x 


m 


•tangente 


1 


T a 
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- — — — . Egli è cofa degna di olTervazione, die fi 

x“’~ l 

valore della noflra fottangente dato per * non con- 
tenga la fpecie 6; per la qual cofa, qualunque fra que- 
lla quantità , alla lidia afcilfa corrifpondera la ilefT* . 
fottangente; adunque tutte le curve, che nafcono al 
variare della fpecie b fono tali , che ai loro punti 
corrifpondenti alla (Iella afciffa competono tangenti, 
che tutte fi interfecano in uno fteffò punto della linea, 
delle afcifle. Porto ih = 2, «nc, e adoperato il fe- 

gno — j l’equazione diventa a a — x x — ^—y y , che.* 

appartiene alle Elliflì apolloniane , il di cui alfe comu- 
ne è t a , 1’ altro è 2 yf a 6 ; degenerando P Ellifle Tri 
circolo quando fia b = a . Sieno quelle ( F ig. 47. ) El- 
liffi A ED; conducali 1’ ordinata E D D ; tutte le tan- 
genti dei punti D concorrono nel punto F , che efi- 
fte nell’ alle B A prodotto . Quello che fi è detta 
dell’ Elliflì , vale ancora delle Iperbole. 

VI. Quello metodo di determinare le tangenti fi 
applica non folamente alle Curve algebraiche; ma an- 
cora alle trafcendenti , purché abbiano equazione dif- 
ferenziale di primo grado; perché mediante la di lo- 
ro equazione fi potrà avere in termini finiti il vaio- 
A x 

re delia frazione . Sia per efempio da determinar* 
d J 

fi la tangente della logaritmica . Avendo quella Cur- 
va 1* equazione differenziale dxz=. -l^jfaràfzz-l!^; 

y dy 

ma quella è I* efprelfione della fottangente; dunque 
nella logiflica la fottangente é collante ; determinata 
la iottangente , iella determinata , come è chiaro , an- 
... coi 
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cor la tangente . V Equazione della Curva, che fi chia- 

y<he 

'J 


• , , dyy/m-—yy ... 

ma trattoria, e d x = — - - — ; dunque —j — 

1 a y 


z=z y/.m — yy eguale alla fottangente; comecché poi 
il quadrato della tangente è fempre eguale al quadra- 
to della fottangente , più il quadrato dell’ ordinata ; 
dunque la tangente delia trattoria è eguale alla collan- 
te a . La Curva di cui cercali la tangente abbia 1 ’ e* 

quazione 1 ay d x — dy , a a — yy , farà yydy = 
a a d y — 2 aydx> e moltiplicando per d y , ed aggiun- 
gendo all’ una , e all’altra patte y x d x* , fi avrky* d x* 
-4- 7 1 d y* —y 1 d s 1 — a 1 d >* — y d x dy y x d x x , 
ed eftratta la radice avrem oydszzady — ydx, cioè 

y d t . y d x y ds . . _ y^x . . 

J 1 — — - * '"■» è: la tangente — e la-. 


ma 


dy ' dy * ; ày 

fottangente ; dunque in quella Curva abbiamo la fom<- 
ma della tangente , e della fottangente =. a. ; ma dall’ 

equazione fi sà e fière a dunque la tan- 

gente ricercata farà a — ( a — aa y - . 

2 a \ x a 

VII. Abbiamo fuppofto le coordinate C E , E D 
( 45- ) formare un angolo retto ; che fe poi I* an- 

golo C E D , che chiamo fj. non fia retto, allora, ben- 
ché la for noia della foteangenre non fi cangi , e rimanga 

M d 

•L — , foffire per altro qualche alterazione la forrnola 

*y 

della tangente — ULL • perchè d t in quefto calo Qoa 
é già y/ d x x A y x come al num. 1. mà è ss 


x 
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1/4 x* + -- Cf à x dy 4- dy 1 > fecondo che 1* an- 

goto C E D è ottufo, o acuto .Le formole dipenden- 
ti dalla normale in quello cafo fono molto intrigate » 
C perciò gli Analilli preferil’cono a quelle le forinole 
dipendenti dalla tangente . 

Vili. Voltiamoci alle Curve riferite alfuoco.Sia 
il (F.48) punto F il fuoco della Curvai E, ed abbiali 1 * 
Equazione fra F D —y , il fuo elemento dmmdji, e 
1 ’ arco minimo D m — dx, il <juale deferivefi col cen- 
tro F, e coli’ intervallo y; alla retta FD fi conduca 
la perpendicolare / F H , che incontri la tangente D /, 
e la perpendicolare D H ; la F / fi dice fottangcnte , 
F H J'unnormalc . Per determinare 1 * •efpreflìoni ana- 
litiche di quelle linee fi dee avvertire , che fono fimi- 
li i triangoli Ddm, I D F, dunque -d m : D m : ; FD : 

E I, ed in termini analitici dy :d x : ; y : F I =r VLH , 

" 1 " 

che Farà i’ erpreflionc della fottangente. Parimenti per 
la fimilitudinc dei triangoli Dmd, DFH abbiamo 

Dm : dm : ; F D : F H ,cioè dx :dy::y :F H — ?~- * 

che è la formola della 'funnormale; per trovare poi la. 
formola della tangente, e della normale fi cniami 


. « 

D d = d s , farà dy :ds : : y ; D I = ^ d x : d r ; : 

— * # v 

y : DH = . Egli è chiaro come polfano detcrmi- 

d x 

■ : . • % • . « # . * , 

narfi le altre linee , che da quelle dipendono . Sia^B 
ia Ipirale archimedea , la cui equazione è y dj^^d x^ 


«dan- 
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danque ^ — b ; dal che fi inferlfce , che la fun- 

normale in quella Curva fia collante ; la fottangente 

fi trova = ~ j la normale = y/b b-+-y y , la. tangente 
b 


^ 2 - y/b^~\-yy. Sia AB la fpirale logarìtmica , in 
b 

cui vale dy. dx: \ a :b ; dunque y dy : y dx :: a: b ; 

|y ^ 

da quella analogia fi ricavano, due altre y 2 — — ::a:b y 

^ . 

* il : y : : 4 : b y dunque lst fottangente fari=: — , e> 
dx * 

la funnormale = — ; la fottangente poi fta alla futi- 

b e - 

normale come b b : a a ; per conseguenza farà la tan- 
gente = 2 -. y/jj+JZy e la normale = j- V aa 4 -* b » 
dunq le la tangente alla normale come b : a ... L’ e- 

quazione della fpirale iperbolica k.dx^z. — dun- 
» ' 
que = a ; in quella Curva la fottangente è co- 

• Jf i * ? v ’ ' * 


Uantc.. ». ■ ‘ * 

IX. La Geometria degli infinitefimi alle volte-» 
forominiltra metodi eleganti per determinare le tati-- 
genti vediamone un qualche efempio. Si debba con- 
durre la tangente all’ Epicicloide - Sia P M K ( Fi£. 3 1 
il circolo, genitore 5 che palh pel punto M dell’ Epici- 
cloide in maniera che 1 ’ arco ri L deL circolo ti LG t 
(opra cui fi fa la rotazione, fu eguale al arco M Ri 
Si arenda i* arco MH infimtefimo dell’ Epicicloide y 

e pei 
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c pel punto N palfi il circolo genitore QH T; faran- 
no gli archi JLT", N T eguali. Condotta £^_N per le 
cofe dette nel Capo 12. del Libro precedente n. 8. , 
quella giacerà per dritto con N M ; dunque Q^H M 
Lega la Curva in due punti infinitamente vicini, e per- 
ciò non differifee dalla tangente nel punto Al ; jna_. 
PAI non differifee di pofizione da QN ; onde PM 
fi può reputare vera tangente . Dunque dato il punto 
M dell’ Epicicloide DM L facilmente li fi potrà con- 
durre la tangente; imperciocché deferitto il circolo 
genitore R M P per A ed K fi conduca la retta A K P, 
e fi congiunga P Al , farà quella la tangente ricerca- 
ta . Si debba condurre la tangente alla fp'rale di Ar- 
chimede, la qnale fi delinea del punto Ai ( F ig. 49 ) 
camminando da C in A equabilmente pel raggio C A 
nel tempo, che il raggio C A deferive la periferia del 
circolo AB DEA parendoli da A. Si tiri qualunque 
CJWP, e la Cmp infinitamente vicina; centro C fi 
deferiva 1 ’ arco Al»; farà m n : P p ::C M . A P, come 
H raggio C A alla circonferenza, per tflere i moti e- 
quabili del punto Al per CP, e del raggio CP per la 
periferia in ragion collante del raggio alla circonfe- 
renza del circolo; condotta C T perpendicolare al rag- 
gio C P e fuppolla M T tangente la curva, farà C ì* 
la fottangentc, che fi dee determinare; per la qual 
cofa oflervo , che fi à C M : L T: ; mh: M n , ma m «; 
Mn è in ragion comporta di m»:Pp, e di P p: Al», 
cioè del raggio C A alla periferia A B D E A , e di 
C P = C A : C Ai ; dunque farà C Al : C T: C A x C A: 

CMx AB D E A; e perciò C T= X.ABD E A» 

* C A 

Vogliali condurre la tangente ( Fig. jo )alIaCo-còi- 

* s 4* 


1 


• C A V 0 ’ 7. !5$ 

de d> Niccmede . Alla retta TE fia infinitamente profc 
(imi Pf , ( P fia il polo , e A F fia la bafe , e P A D 
fia normale alla bafe ) centro P intervalli P F, P £ 
fi deferivano gli archetti F«, Em; dovendo effere-# 
TE—fe per la natura della Concoide , farà nf—m e\ 
' ciò porto riflettali, che per trovare la ragione di PE 
alla iottangente batta ritrovare la ragione di em: E M ; 
ora quella ragione fi può feiogliere nelle tre compo- 
nenti e m : f n ) f n: n « F .* E m; la prima è di eguagli- 
anza , la feconda è eguale alla ragione di AF : AP 9 
la terza è eguale alla ragione di P F; P E; dunque m ez 
M E:: A F. P F : A P . P E :: AF. PF: PB . P F ::A F : PB; 
dunque farà la fottangente a P E come M E :me, co- 
me P B: A Fi dunque avremo la fottangcntc eguale 

AF * 

CAPO II. 

ideile muffirne e minime Ordinate delle Curve , e del 
mete do di risolvere le quejlioni appartenenti 
ai Muffimi e Minimi . 

l’QTa la Curva ED Cdi tal figura, (F. 51 ) che crefeendo 
O 1* afeiffa A H dccrefca 1* ordinata H K fino al 
punto B , indi feguitando a crefcere 1 ’ afcifTa , crefca 
ancora 1’ ordinata . Egli è chiaro che nel punto B fi- 
nifcono i decrementi delle ordinate ,ed incominciano 
gli incrementi; adunque 1 ’ ordinata BD, la quale è 
media fra le ordinate decrefcenti , ecrefcenti è la mi- 
nima di tutte . Comecché poi fra i punti A c B V or- 
dinate continuamente decrefcono, la tangente della-. 
Curva fra i punti E c D feghcrà la linea delle afeif- 
Tom. IL V . fc 
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fe verfo il punto M rifpetto all’ ordinata, e per con- 
traria ragione la tangente della Curva fra i punti D, 
c C fegherà la linea delle afcifle verfo la parte oppo- 
fta A ; dunque nel punto D dove fi à la minima or- 
dinata B D , la tangente non dee cadere ne verfo A , 
ne verfo M; il che indica che la tangente è parallela 
alla linea delle afcifle AB; onde nel calcolo divie- 
ne dy—o* Lo fteflb dicali della Curva EDC riferi- 
ta alla linea F N, in cui crefcendo le afcifle F I crc- 
feono 1* ordinate I K fino al punto G , indi decrefco- 
no , eflfendo perciò D G la maflìma di tutte, la qua- 
le à luogo , dove la tangente del punto D c paral- 
lela ad F G , e perciò dy —o > 

II. Quantunque la mafllma , e la minima ordina- 
ta richieggano , che la tangente fia parallela alle a- 
feifle , e I’ elemento dy — o; ciò non ottante non-, 
vale la propofizione ìnverfa , cioè che dove ri- 
trovili la tangente parallela alla linea delle afcifle , e 
dy=o t lì flavi ancora un maflìmo, un minimo; im- 
perciocché fc due rami di Curva tengano in mezzo 
la tangente, e feorrano in parti oppofte , ovvero dalla 
fteflfa parte come fi vede nella figure 5*, 53, avremo 
la tangente parallela alla linea delle afcifle, cdy—o 
Lenza che flavi ordinata maflìma , o minima ; adunque 
determinare nelle Curve le ordinate maflìme , o 
minime, fi dee certamente differenziare V equazione , 
e fupporre dy = o , per determinare il valore della_. 
afeiffa x , ma non fi dee fubito inferire , che a tale^, 
afeiflk conviene un* ordinata maflìma, o minima; per 
afficurarfi, che ciò fia vero , fi introduca nell’ Equa- 
zione della Curva il valore di x già determinato; che 
così farà determinato ancora il valore della y; dipoi 
fi accrefca , * fi diminuifea il valore dell' afeifla per 1* 
elemento d x ; c fi trovino i valori delle ordinate cor- 

" ief- 
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rifpondcnti a quelle afcifle ; fé tali valori crefcono in 
tutti c due i cali i’ ordinata c minima; fe in tutte e 
due le fuppofizioni decrefcono 1* ordinata è martima; 
fc poi in una fuppofizione crefcono, e nell’ altra de- 
crefcono 1’ ordinata allora ne è maflìma ne minima ; 

III. Dilucidiamo la Teoria cogli efempi. Si cer- 
ca fe la Curva dell’ Equazione — — [ — ~ 


abbii 


maflimc . 
ne, onde fi 


o minime ordinate ; differenzio 1 ' Equazio- 
a d x dy 

pongo 


abbia — — 
a 


Jy — o 


, c trovo 


x x d x . — * a d , 


Il X X 


— 0 ; onde x—^h, 


adunque alle afeiffe db« può competere 1’ ordinata»» 
maflima, o minima; per vedere poi fc realmente lo- 
ro competa, mi fermo in primo luogo nell’ afciiTa po- 
liva =« , la quale introdotta nell’ Equazione della 
Curva , mi da y =2 a; accrefco ora 1 ’ afcifsa a per la 
quantità d x , acciocché diventi a -+- d x , e foftituito 
quello valore nell’ Equazione della Curva farà 

* -Jrd x a y 

~i r— =— da cui ricavo y = 1 * 4» 


a 

d x 1 


d x 


a - h d^ ; 11 quaI valore é ma gg‘ore di 2 a :fe poi dall» 

afcilfa , a tolgo d x , operando come fopra trovo 
d x* 

y = 2 a 4- il q Ua i va i orc £ umilmente mag- 

giore di 2 a; dal che chiaramente fi comprende, che 
1 ordinata za corrifpondente all’ afeifla a è un mini- 
mo. Se face tanfi l c ftefle operazioni in riguardo alla 
a ci a a , fi troverà la corrifpondente ordinata — 2 a 

V 2 effe- 
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eflerc fimilmente un minimo. Vogliali efaminare fe la 
Curva dell’ equazione x 3 — 3 ax l -\- 3 a 2 x =z a 2 y ab- 
bia maflima o minima ordinata; prefe le differenze fi 
avrà 3 x x d x — 6 axdx-^~iaadxz=za a d y , c pofta 
dy — o,e fatta la divifione per 3</x,nafce xx — zax 
•^na — o\ onde eftraendo la radice farà x — az=o y 
cd x = a ; dunque all* afcifsa x — a può competere 
una maifima o. minima ordinata: per vedere poi feciò 
realmente fia, nell’ equazione della Curva polla a in 
vece di x abbiamo y =z a ; meffavi poi a -ì-d x ab- 
biamo j= <* + y dunque al crefccre dell’ afci£. 


fa crcfce 1’ ordinata; fe poi nell’ equazione della_* 
Curva in vece di x fi pone a — d x , ritrovali y — < 

‘LUOÌ. ; dunque al diminuirli dell’ afeiffa dccrefcc l* 

A 

crdinata, e perciò 1’ ordinata a corrifpondente airafcif. 
sa a none ne maifima, ne minima , benché i* tal punto 
di Curva fia dy z=o . 

IV. Fin qui fi è tenuto per ficuro, che ogni qual 
volta nella Curva vi lìa una maifima , o minima ordi- 
nata la tangente lìa parallela alla linea delle afcifse ; 
ciò per altro non è tempre vero, perchè può accade- 
re, che dove è l’ ordinata maflima, o minima ivi fia 
la tingente parallela aile ordinare». diventando tan- 
gente efsa maifima , o minima ordinata , come fi può 
vedere nella figura 54. in cui BD è ordinata maifi- 
ma in riguardo alle afcifse AH, e G D ordinata mi- 
nima in riguardo alle afcifse F / ; in. quelli punti non 
fi à già dy — 0 , ma bensì dx=.o ; ancor qui dee/i 
avvertire , che non Tempre dove ritrovali dx=zt, vi 
fia ancora una maflima , o minima ordinata , com«t_ 
appunto fi ò avvertito nel cafo di dj^oj anzi coi 

me- 
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metodo fteflo fi determina fe in tal eafo 1* ordinata 
fia maflima , o minima , ovvero fu ne maflima, ne 

minima . ; • • 

V. Nelle Curve riferite al fuoco Umilmente 
dove fia d x , ovvero dy eguale al zero alle vol- 
te fi à 1* ordinata maflima , alle volte minima-» > 
ed alle volte ne maflima ne minima ; come fi deb^ 
ba procedere in tal ricerca, fi comprende facilmen- 
te dagli efempi * che feguono » Sia la Curva dell’ e? 

y y d y 

quazione dx — - — ■ !L fuppofta d y — o. ne 

a y/ y y — a a 

viene fubito y — ; per efaminare poi fe quefta or- 

dinata fia maflima y o minima , ovvero ne L’ uno ne 
1’ altro, in vece di d x introduco d z elemento di un 
arco di circolo di raggio collante , il quale luppongo 

— 4 ) a tale fine faccio y:dx::a.idzzz , 

y 

onde d x — •— , c perciò d z = —==== > C£ * ì a * 

tegrando farà z zz^y y — a a -+- A ; 1’ integra e fi 
prenda in maniera che fatta yzz a fvanifca 1* arcoz»; 
il che efige che A fia zero - DalL’ ultima equazione 

fi ricava y zzz y <z z + ar, in cui collocato- zero in-» 
vece di z trovo- come fopra y — ~h a ; fe vi colloco 

poi o-\- d z—d z y trovo jr = ih / dz l ì *1 fl ua ^ 
valore è maggiore di a , fimiim ente fe vi c olloco 

e — dzzz — dz y ritrovo vr=ih / * -t- 4 niag- 

gioredi a\ adunque conchiudo che 1 ordinata a è un mi- 

*v3 dy 

cimo * Sia l’ Equazione della Curva d x = 

A .yì r ~* 

fatta 
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fatta Ay — o ritrovo y — * i fe in vece di A x foftì 


tuifcafi avremo À% 

A 


_ y* A y 


- , ed integrando 


y* — d* 


-t 


-i 


farà *r=j* — a* , non fi dee aggiungere collante, per. 
che cosi z. diviene zero dove è y—a\ da quella ul- 
tima equazione fi ricava fubito yzzz } -t- a* ji n ve- 
ce di z foftituifcafi A z j c fi troverà y = a>-\-Az^ , 
che è maggiore di a , fe poi foftituifcafi — A z fi trova 

y = aì — dz^ , che è minore di a , dunque 1 ’ ordina- 
ta a ne è malfima ne minima . Il metodo di conosce- 
re fe 1 ’ ordinata y fia maflima o minima dove abbia- 
li dx — o è lo dello , e perciò non ci dilungheremo 
davvantaggio fu quello particolare . 

VI. 11 metodo di rintracciare le malfime e mini- 
me ordinate delle Curve, ferve ancora per rifolvere 
le quiftioni intorno i maliimi, e minimi . Si cerchi per 
efempio ( Fig-. 55 . ) di Segare una data linea AB in 
maniera, che il rettangolo A DB fia malfimo fra tut- 
fi quelli, che nafeono dividendo la linea AB in due 
porzioni. Si divida AB in due parti egu..li in C, e fi 
chiami A C — C B = a , C D— x, farà ADz= a+y , 

BD — g — x; adunque il rettangolo AD B— *+x 

• *> quello rettangolo fi finga eguale al rettangolo 

a a — xx 

ay ì avremo — y\ onde polfiamo rapprefen- 

tarci quella equazione come appartenente ad una Cur- 
va, in cui x fieno leafcilfe, a a ~ xx (] eno ] c 0 r- 

* di- 


ki 
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dinate, e perciò il propoflo problema fi riduce a tro- 
vare la maifima ordinata di quella Curva ; fervendomi 
adunque del metodo dei numeri precedenti differen- 
zio P equazione, onde fia ZI. 2 JL- * — d y • c polla 

ritrovo x — o; adunque il punto D dee ca- 
dere in C ) ed il rettangolo ACB eguale al quadra- 
to A C è il mafiimo che fi cercava j fe pongali poi 
d xzzzo abbiamo x infinita ne appartiene a quello proble- 
ma, però oltre il punto C non vi è altro punto, che 
ferva a fciogliere il problema . In quella ricerca fapen- 
dofi di certo , che il rettangolo A C B è maflìmo, re- 
tta fuperfluo cercare ciò col metodo infegnato nei nu- 
meri precedenti; quando poi dalla natura della que- 
ttione rcrtafl'e dubbio fe ai valori determinati della x 
corril’pondano mattimi o minimi, allora conviene ricor- 
rere al predetto metodo. Si proponga in fecondo luo- 
go di ritrovare un valore di x, a cui competa la quantità 

f * ... 

0 ' b x “H c minima di tutte cosi determinate . Si fac- 
— 

t 7 ? 

eia a x -4- c — a*y; differenziando l’equazione fi 


— * 5 - i~x+c 

1 = pollo pcr- 

tanto J y ~ o , fi troverà a b — x c m c ; dunque 
^ x ' ~ i cioè b — i x~ j/-— — ; fe ambedue 


2 . 


le 
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le fpecie c, a fieno pofitive , o negative il radicale è 
immaginario; ed il problema per confeguenza è im- 
ponibile ; fé poi una delle fopradette fpecie è pofiti- 
va , e 1’ altra negativa, allora fi ritrova eguale al ze- 
ro 1* efpreflione, che dee edere minima ; il che indi- 
ca , che neppure in quello cafo fi da luogo alla ri- 
cerca del minimo . Pongo adelfo d x — o , ed in tal 

fuppofizione ritrovo b — x = o, onde b— x } ed y = fi • 

acC 


raccolgo adunque da ciò che al valore di x — b può 
competere il minimo che ricerco; per efaminar poi fe 
realmente li competa , efamino fe il predetto valore 
di y fia veramente un minimo; a tale effetto accre- 
fco P afcifia b dell’ elemento d x, acciò fia xz=.b-\-dx\ 


ì 

dunque £ — x= — d x } e perciò y = — — * c , il 


A a 


qual valore è maggiore di — ; lo lidio avviene fe fi 

a a 


diminuifca 1’ afciffa b dell’ elemento dx ; dunque 1* 

ordinata ritrovata =: — è il minimo , che fi cerca- 

aa 


va ; il che per altro à luogo foltanto quando ambe- 
due le fpecie a e b fieno pofitive o negative ; fe poi 
una fol tanto delle due predette Ipecie fia pofitiva , 
allora la y da un mallimo , e non già un minimo; il 
che fi può fcoprire col metodo fopraindicato. 

VII. Alle volte nell* indagare i maflirai cd i mi- 
mmi , ficcome ancora nel determinare la tangente al 

dato punto di Curva fi urta nella frazione -i- , di cui 
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poti e sì facile capirne il fignificato ; come fi fori 
tale inciampo vedali nelli efempi, che fieguono . 

frazione 9 *■ *‘-H i «■*- 4 a" . 

x*— ax 3_3 /e 1 * 1 -*- 5 «ijf 


'2 


La_» 
tale , 


che fe in ella pongali a in vece di x diviene ; pet 

4 

fapere il valore di quella frazione faccio x — a-\-dx^ 
e follituifco quello^ valore di x tanto nel numeratore 
quanto nel denominatore della frazione propofta ; con 
che li avrà il numeratore , che chiamo x> — 

<* 4 -4- 4 a } d x -|- 6 a 2 d x* 4 a d x 3 -4- d 

* 4 -H 3 al d x 4- 3 a* d x* -J- a d x* 

— 9*4 — 18 a* d x — g a 2 d x x 

1 1 a* 4- 1 1 «J A x 


— 4 a* 


qfiTervo che la prima colonna fvanifee per la contra- 
rietà dei legni, e che lo ilelfo avviene alla feconda, 
ed alla terza j dunque tengo conto della quarta , la_* 
quale non và al zero, e trafeuro la quinta comecché 
infinitamente picciola rifpettivamente alla quarta; dun- 
que farà z z=z 5 a dx*. ' Facendo la ftelfa operazione in 
riguardo al denominatore della frazione propofta,che 
chiamo u , ritrovo « zr 3 a dx^j dunque la noftra fra- 
o z. - 

zione — fi trova eguale — - . Il fecondo efem- 

° U j 

pio venga fommìniftrato dalla frazione 


— x * — a 1/ a 2 x .. c ' 

— 5 la quale diviene — fe vi 

»V 0 

* - V « ** 


x 


fi 
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fi ponga a in vece di x ; nel numeratore =r % collo- 
chili a -W * in vece di x, dal che nafcerà 

‘Z—'Ju .* — 2 u* d x — 6 a 1 d x 1 — q. a d x } — d x* 

— a ya*-\-uadx\ coi metodi infegnati nel primo 
tomo eftraggo le due radici feconda e terza i e mi fermo 
nei termini dove ritrovafi il d x ; perchè la forama_. 
di quelli termini non eflendo eguale al zero , gli altri 
termini} in cui ritrovafi dx *, ax ? &c. fvanifcono in 
paragone di quelli; la prima radice ritrovafi = a a — - 

adxy la feconda a-\ — i-^x; dunque farà z~ a* 

r—*dx — a a. — — , — ^ . a ^ x .. •; la lìelfa opera* 

f . . . . .i , 3 

^ìone tacciali in riguardo al denominatore della prò- 

polla frazione = u , che fi ritroverà =: •— ^ ^ 

4 

dunque la frazione nel calò farà — i-f? a „ 

0 a g 

La ragione di una tale operazione fi comprenderà fe 
riflettali, che quando fi differenziano 1* equazioni per 
determinare le tangenti, ovvero i malfimi , e i mini* 
mi delle curve , li prendono le differenze alla manie- 
ra ordinaria fermandoli fol tanto nei termini, in cui 
ritrovafi. il dx y e difprcgiando quelli, in cui ritrovan- 
ti le poteflà di d x ; il che và bene ogni qual volta 
la fomnra dei termini, in cui ritrovali d x , non lia e- 
gualc al zero; perchè gli altri in paragone di quefti 
fono nulli ; ma fe avvenga che i termini affetti dal 
d x f\ elidano, allora deono venire in confiderazione 
i termini r in cui ritrovafi il ■ d x 1 } e COSÌ in feguito 
perchè la totale differenza di una forinola data per x-, 
c la variazione, che elfa riceve dal porvi X"\-dx in, 

vece 
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^ue fopraefpofti efempi abbiamo ac- 
cresciuta 1 afcifla per la quantità infinitamente pic- 
ciola rfx; alle volte pelò avviene che con tale fun. 
pofizione fi introducano quantità immaginarie ; nel qual 
cafo fi dee fmmuite 1» afeiffa per la dx. 

Vili, Le queftioni dei maflìmi , e dei mìnimi fi ri- 
vivono ancora con eleganza chiamando in fufiìdio la 
geometria degli infinite fi mi , fpecialmente nei cali in 
cu, l' anahlì farebbe d, «Scile a maneggiarli . Sia per 
efempio una curva qualunque A DB, l a di cui linea 

I 6 ’) e ordinata una qualfi- 
\<3gliaC B fi domanda di infcrivere nella curva ABC 
un parallelogrammo E D FG tale, che i lati DE.DF 
fieno paralleli a BC, AC, e che fia erto parallelo- 
grammo il maflimo fra tutti quei, che poflono così 

* Sia 11 parallelogrammo EDFC 

il raalfimo ricercato, ed infinitamente vicino a quello 
fia descritto il parallelogrammo edfC; pel punto D 
fi conduca la tangente della curva D G, che feghi CA 

min?mPl° a V f nd °/lr ere pCf U natura dci e dd 

W° r0 n‘f erenza eguale alze ro, farà la diffe- 
mo effe "eguale af r z«o° da? 5 £ dal parali <*>gram- 
parallelogrammo inte'amin te'p c ‘ Z 
guale al parallelogrammo dmFf 
lati fono inragion™ ip rca “perdo D JU 5 ‘ 'Tr- 
ovvero D F~EC • ED ma n P i D in :d m ■ • 
dunque EG:E Drficj'/g.^ - V * G 
dunque fà d’ uopo fcegliere il nnnr? S EC = EC ; 

-Vc^Non > a Potìang?nt n è e £ a G 

^lle.ogrammo^M^determtnato^a^femme'^u^malfi' 

? alle™o1te "iw maffim, volt = P^ efee^n 

volte ne maffimo ne nummo. Se MDN( Fin. 

X * 57-) 


J 
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57. ) folte un’ iperbola apolloniana fra gli afintoti C N 
C M, quantunque condotta la tangente D G, fia E G—EC* 
con tutto ciò avendo luogo quella proprietà in qualunl 
que punto di curva , il parallelogrammo DEC F ne fa- 
rà malfimo , ne minimo; ma farà da per tutto della ftef- 
fa grandezza . Per addurre un efempio, in cui il paralle- 
logrammo D E CF fia minimo j fia fra gli fletti afìntoti un* 

iperbola di tal natura, che il prodotto di C£. £_£>* 
fia collante; ed in cui per confegucnza la fottangen- 
te GE è fempre doppia di CE: fi conduca parallela 
all’ afintoto NC la retta PzC qualunque, e fi ritrovi 
il punto J D, dove GE fia eguale ad EzC: il paral- 
lelogrammo Df 2 CiF è il minimo di tutti, perchè 
fe prendali L’ afcilfa maggiore, o minore di C£, untai 
parallelogramma crefce in maniera , che diventa infi- 
nito, fe fia £Czro, ovvero £C=oo. Per fecondo e- 
fempio fia il feguente problema ( F ig. 58.): fopra le 
date bali AB , C D ritrovare due triangoli rettangoli* 
la fomma dei quali fia maflima fra tutti quei triango- 
li rettangoli, che anno, per cateti omologt AB,CD y 
e la fomma delle ipotenufe A E -f-CF collante . Ai 
triangoli AEB, CDF t che foddisfanno al problema, 
fieno infinitamente vicini i triangoli ABtì , CDK , 
le ipotenufe dei quali prefe infieme vadano ad egua- 
gliare AE-^-CF; centro A, e C fi deferivano i mi- 
nimi archi Hm, Fn . Comecché A H-J- C K eguaglia 
A E-F-C F , tolte le parti eguali rimarrà Em — K n ; 
inoltre per la teoria dei malfimi e minimi dovendo ef- 
fere la differenza della fomma dei triangoli nulla, fa- 
rà il triangola A E H—C FK ; onde le bali di quelli 
faranno iu ragione reciproca delle altezze; ma le ba- 
fi fono EH, FK, le altezze A B , CD; dunque a- 
vremo AB:CDì:K F : E H , ovvero in ragion corri— 
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pofta KF: Fn y perchè Kn, ed Em fono eguali; ma 
E mi EH . 

abbiamo K F: Kn::CF : D F; ed E m : E H : : B E: 
A E : dunque A B : C D in ragion comporta C F: D F, 

BE : AE 

ovvero come ; ma il feno dell’ angolo 

A E C F 

B E D F 

E AB (l a al feno delL’ angolo FCD come —■ ; 

JL E* L* r 

dunque A B:C D : 1 il feno dell’ angolo E A B alle- 
no dell’ angolo F C D .Laonde allora la fomma di que- 
lli triangoli farà malTima , quando i feni degli angoli 
A, e C freno in ragione dei lati AB, CD. Da ciò 
ne fiegue che fe il lato A B fia maggiore di C D, ne- 
ceflariamente 1 * angolo E AB farà maggiore dell’an- 
golo FCD. Si producano i lati AB, CD in manie- 
ra che BP fia eguale ad A B y D O a C D ; condot- 
te P E * QF fi coftruifcano i triangoli ifofceli A E P, 
C F Q^, 1 quattro lati dei quali ciò è A E-+-E P-\~ 
C F-HhF i^_coftituifcono una data quantità; di quelli 
triangoli fi verifica che la loro fomma fia mafiima % 
quando gli angoli alle bali fieno come le ftefle bafi ; 
da ciò ne nalce, che le malfime figure dello fteffo pe- 
rimetro comprefe dal medefimo numero- di Iati fieno 
equilatere, ed equiangole- Dimoftro in primo luogo 
che fieno equilatere , perchè le data la diftanza dei 
fuochi A, P, e la lunghezza ( Fig. 59. ) del filo 
AH P fi. intenda deferitta col metodo ordinario una 
elliflè, egli è certo che la malfima ordinata corrif- 
ponda al punto B, che divide A P in due parti egua- 
li ; dunque il triangolo AH P ifofcele è il maflimo fra 
tutti i triangoli coflituiti fopra A P, ed in cui la fom- 
ma dei lati AH-^HP fia collante; imperciocchfc 
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tali triangoli comecché coftituiti fopra la fletta bafe_> 
fono fra loro come le altezze, otta come le ordina- 
te della predetta ellitte. Una tal verità feco ne por- 
ta un’ altra , cioè che fra tutti i triangoli dello fletto 
perimetro 1’ equilatero è il maflimo; imperciocché in 
vigore di quanto abbiamo fin qui dimoflrato fe cofli- 
tuilcafi per bafe qualunque Lato del triangolo maflimo, 
gli altri due lati devono edere eguali; dall’ edere maf- 
fimo fra tutti i triangoli dello fletto perimetro 1' equi- 
latero , ne viene, che fra tutte le figure delio fletto 
perimetro , e che anno egual numero di lati la maf- 
lima fia 1’ equilatera ; imperciocché fe fi tiri una ret- 
ta, che congiunga 1’ cftremità di due lati A B , A C 
( F ig. 6o. ) contigui della figura fi formerà un trian- 
golo BAC, i di cuf due lati faranno i lati della figu- 
ra , e la bafe farà la predetta retta ; ora quello tri- 
angolo dee etter maflimo fra tutti quelli, che hanno la 
fletta fomma dei lati; altrimenti la figura non farebbe 
maflìma ; adunque quello triangolo dee edere ifofceJe, * 
c perciò i due lati AB, A C contigui della figura de- 
vono eflere eguali ; quella dimoftrazione vale per tut- 
ti i lati: dunque la noftra figura è equilatera . Ella è 
ancora equiangola ; perchè le etta avefle due angoli 
difuguali per elempio A , D , formati due triangoli 
BAC, B DE coi lati della figura, e che abbiano al 
vertice i due predetti angoli difuguali , egli è certo 
che 1’ angolo maggiore fottenderà una corda maggio- ^ 
re, ed il minore una minore, giacché i lati contenen- 
ti gli angoli in tutti e due i triangoli fono eguali ; 
dunque gli angoli alle bali non potranno eflere in ra- 
gione delle bafi , e perciò la fomma dei due triango- 
li BAC , BDC ifofceli , che anno lo fletto perime- 
tro per riguardo ai lati , non farà la mailìma; adun- 
que ne tampoco farà maflìma la figura ; acciocché 

dun- 
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dunque quella fia maflìma, non folo dee eEfae equila- 
tera, ma ancora equiangola. 


CAPO III. / 

Degli Afintoti delle Curve. 

I. T)Er afintoto altro qui non intendiamo fé non fé 
1 una linea retta , alla quale fi accoda continua- 
mente una linea curva fenza che erta mai arrivi 
ad incontrarla ; dunque la diftanza dell’ afintoco 
dalla curva anderà a diminuirli oltre qualunque limi- 
te , ne (Vanirà fe non dopo eirerfi fcorfo tanto dall* 
alintoto , quanto dalla curva uno fpazio infinito ; quin- 
di 1* afintoto può cadere fòtto P idea di una retta 
tangente la curva in un punto infinitamente remoto ; 
non per quello tutte le tangenti la curva in un pun- 
to infinitamente remoto fi devono reputare afintoti; 
per elFere tali vi vogliono alcune condizioni . Altri a- 
lintoti fono paralleli alle afcilfe , altri alle ordinate r 
altri finalmente ne fono paralleli alle une , ne allo» 
altre . L’ afintoto parallelo alle afcilfe richiede in pri- 
mo luogo , che porta x pofitiva , o negativa infinita fia, 
la ragione di dx : d y : 1 ; o ; inoltre efigc che nel- 
la ftelfa fuppofizione di x infinita fia y — o, ovvero 
finita. Se fia y~o la ftefla linea delle afcilfe è P a- 
fintoto ; fe poi fia y finita l r afintoto è parallelo alla 
linea delle afcilfe, e parta per Peftremità di detta or- 
dinata . Similmente P alìncoto parallelo alle ordinate 
richiede che in fuppofizione di ±y infinita , fia x ff- 
nita,o eguale al zero, e la ragione di dx:dy::o:v ; 
per P eftremità poi di detta x paflerà P afintoto. Se 
poi porta + x infinita fia la ragione di rfx ; dy finita* 

allo- 
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allora fari determinato 1* angolo , che far dee la tan- 
gente di un punto infinitamente lontano colla linea 
delle afeifie , la qual tangente , acciocché fia asinto- 
to, efige inoltre che 1’ intercetta fra il principio del- 
le afeifie, ed il punto di fezione della tangente col- 
la linea delle afeifie fia finita, ovvero eguale al zero; 
lo flefio difeorfo facciali in fuppolìzione di infi- 
nita. » 

II. Dilucidiamo la teorìa cogli efempi . Sieno da 
ritrovarfi gli afintoti della curva, che à 1* equazione 
*r x 4-3 xy — att, che fappiamo effere 1* iperbola a- 
polloniana . facciali in primo luogo x=oo ( quello 

fegno oo indica l’ infinito ) ; farà y — * j - — = — y » 

differenziando poi 1’ equazione trovo d x : dy — 3x1 
2. x 4-3.7, la qual proporzione in fuppolìzione di 
x = oo diviene — 3:1. Se adunque A D fieno (F/g. 
61 3 1* afeifie della noftra curva , e D E le ordinate, 
condotta dalla parte delle ordinate negative B C ter- 
za parte di AC ) congiunta AC farà quella paralle- 
la alla tangente di un punto infinitamente lontano 
della curva . Per efaminare poi fe quella tangente lìa 
afintoto , ritrovili in termini finiti la fottangento 

la quale 3 *3 e <j a quefta f ott ratta x, 
dy 2x4-3 y 

farà — lil? — x — — - 2 * x : 0 ra quefta quan- 

zx+iy 2x4-3 y 

tità in fuppolìzione di x == 00 , ed in confeguenza di 

— li tirava - 2 - 00 2 001 ~ n ; dunque la no- 

_ 3 00 

lira tangente è afintotica, pafla pel punto A , ed è pre- 
cifaraentc la retta AC prodotta verfo IH; fe facciali 

. — x 
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i— v = •©,!» flir.il maniera fi dimostra, che la lineai 
A C prodotta verfo N fia fimilmente afintoto ddla_. 
curva . Poniamo ora j = oo ; fi ritrova mediante P e- 
quazione x — — 3 00 , x = o.Il valore di x — — 3 00 
ci dà 1* afintoto A M> di cui già abbiamo parlato; il 
valore poi di xrro , ci dà la ragione di dx:dy::o:i ì 
cioè ci dà un afintoto parallelo alle ordinate , che paf- 
fa pel principio delle afeifle, cioè P Qj lo fleflo acca- 
dendo fuppolla — 7=00, dunque la P afintotica 
da una parte , e dall* altra . 

III. Cercali le la curva dell' equazione x w -f- 
x m =zy m effendo « < m abbia afintoti; differenziando 
1’ equazione fi trova d y : d x : ; rt a m ~' ì x” -I -4- m x m ~ l : 
my m ~ t \ e comecché fuppofta x infinita ritrovali x—y, 
quindi dxz=zdy: pertanto fe fia AB ( Fig.61.) Ii_ 
linea delle afeifie , che abbiano principio in A, e ti- 
rili BC—A B, c parallela alle ordinate, congiunta AC 
farà quella la tangente della curva in un punto infi- 
nitamente remoto . Per diftinguere fc quefta tangente 

fia afintoto ritrovo la fottangente = 


«y 


n a 


rti-H 1 


m x 


— , da cui detratta .v fi ritrova fi- 


rn 


a m ~" x 


, la qual quantità , fe fia 


nalmente 

n m x‘ 

m — :** < 1 j porta x infinita, diviene efla pure infinita; 
dunque la noftra curva della parte delle x infinite non 
è afintotica : lo fteflb avviene fupponendo x = — 00, 
anzi lupponendo ancora +y — 00 ; per confeguenza 
la curva è priva di afintoti. Se poi fia m — «zziij al- 
lora fatta x infinita la forinola predetta diviene == — ; 

Ttt 


Y 


per 
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per la qual cofa tagliata A D = — , c condotta DF 

* M 

parallela ad AC farà quella 1 * afintoto ricercato. Fi- 
nalmente fe fia m — «>i, nella fuppofizione di xin- 
finica il valore della formola riefee = o , e perciò la 
linea AC è V afintoto della curva. Pollo m numero 
pari alla afcilTa infinita x corrifpondono due valori di 
7 eguali uno pofitivo , e 1* altro negativo; dunque^, 
dall’ altra parte della linea delle alcilfe A B fi à un 
afintoto , che parte dallo ftelfo punto e fà lo fteflo 
angolo colie afcilfc, il quale afintoto non fi à fe fia 
m difpari ; fuppofta — x infinita fi proverà fimilmen- 
te che le lince D P> A Al già determinate fono an- 
cora afintotiche prodotte verfo N ; la fuppofi- 

lione di ±y infinita dà gli flefli afintoti ^ 

IV. Facciamo ora vedere come fi determinino gli 
afintotl nelle curve riferite al fuoco. Sia per efempio 

b d v 

la fonale iperbolica deli’ equazione rfx=. 

d 5C 

farà in quella curva la fottangente = - = — b y 

e perciò fatta 7 infinita la fottangente reità pure — b 
cioè eguale ad una quantità finita ; onde la tangente, 
che corri'ponde ad un punto* infinitamente lontana 
della nolha curva, farà un afintoto della medefima cur- 
va, e comecché in quello calo, abbiamo dx.ày — b : oo; 
dunque li x è infinitamente picciola in riguardo a d jy, 
e perciò, avremo jy parallela alla tangente ollia all’ a- 
fintoto, e la loro diitanza fa à eguale a b ; impercioc- 
ché come abbiamo veduta nel Capitolo i. n. 8. nelle, 
curve riferite aL fuoco la. fottangente è eguale alla-, 
porzione della perpendicolare tirata dal fuoco al rag- 
gio * coroprcfa fra il fuoco c la ungente ; la qual fot* 

Un- 
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tangente nella noflra curva quando fia v infinita, ed 
in confeguenza parallela alla tangente, efprimerà la lo- 
ro diftanza . Se in qualche curva riferita al fuoco la 
fottangente fi trovi eguale al zero porta y infinita, al- 
lora 1’ y fletta è Mintoto della curva . Se poi porta y 
infinita fia ancora infinita la fottangente , allora la tin- 
gente ad un punto infinitamente lontano della curva non 
può cflere afintoto della fletta curva; le quali cofe fono 
facili a comprenderti. Debbati ricercare le abbia afin- 
toti la curva, la di cui eq uazione , riferendoli etti a l 

„ _ . . — vdyi/y-t-ia-hdyy/y.y-^-a 

fuoco, fia n X — - ■ ~ ’ 

a y/ 2J 

dalla quale deriva d x : dy:: — y v / y -f- i x H-V y • 
y -+- a : ay/y-t-z* ; comecché abbiamo pel teorema 
ncutoniano che ferve ad crtrarrc le radici , y/y 1 x 


/ u 

= V y -+--=■ 

Vj 


* a 


% a et 

—— &c. farà d x : dy : : — — &c. 

2jVj Vj 

— &c., e porta y infinita avremo 


aì 


— a. a. 

t a yj y -\ — — — _ 

Vj *jVj 

d x : dy: : — ?— : y/ y : : — : y ; dunque d x è infini- 

a Vj 2 . 

tamente picciola in riguardo a dy ^ c perciò la tan- 
gente, quando fia y infinita , è parallela ad y ; vedia- 
mo ora fe quefta tangente fia afintotica ; a tale og- 
. y d x 

getto ritrovo la fottangente di quefta curva =. - 


in cui foftituito 


— J jVj-H« -4- J Vj» j-4- 

* Vj H-** 

il valore di J y 4- * « dato per ferie fi ricava , quando 

Y z 
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li a j infinita , la fottangente = dunque la prc- 

detta tangente è afiatoto della curva, ed è dittante 
dalla y infinita per la diftanza 

z 

CAPO IV. 


Date le confitto iti , che aver deano le tangenti , trovar 9 
le curve > a cui ejje tangenti competono. 


I. /'"'vUefti Problemi fono inveri! di quei del capo r. 
Si voglia per efempio la curva riferita all’ ak 
fe, in cui la funnormaie fia coftante ; dunque 

per tale condizione avremo P equazione =: 4, 

d x 

e perciò y iy — ad x, ed integrando yy—i a x-f-2 A a ; 
nafcc adunque Tempre una equazione, che appartiene 
alla pa-abola apolloniana del parametro =24, qua- 
lunque fia la cofhnte A, ed in confeguenza la fola pa- 
ranoia apolloniana è quella curva, che à la funnor- 
nule coitartc. Se la curva che fi delidera debba a- 
vcre la fomma , o la d.tferenza della funnormaie , e 

dell’ afcilla collante, nafcerà 2 — 2 . H- * = * i adunque 

d x 


avremo y i y +: x d x — « d x , cioè y d y—a d xipx d x, 
ed integrando yy = 2 a x 2 a Azfl x x ; la quale 
equazione appartiene al circolo , quando abbia luogo 
il legno fuperiore , all’ iperbola poi, quando abbia luogo 
1 ’ inferiore . Debbafi ritrovare la* curva, la cui norma- 
le fia collante ; avremo - ~ — a } dunque yyds 1 ^ 

dx 
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y y d x*4- y y d'y* = • a dx* , c perciò- 


*73 

y dy 


V aa -JJT 


r= d x ; ed integrando yf u .1 — yy—A — x , la qua- 
le equaz ■ ne appartiene fempre al circolo. La curva 
da determinarli fia tale , che la funnormale fia alla 
fottangente come 1 * afcifla ad una collante. Avremo 


pe la condizione del problema 


7 d 1 " y d v 
d x d y 


cioè 


d , x :d . 


:a; dunque dy^a = dx y/ x ; ed ia- 


ferrando y-\-A . ^ a = — x x t che cfprimc la para- 
bola feconda cubica. 

II. I problemi d:l numero precedente efìgono , che 
le coor inare fiano ad angoli retti ; portiamone uno 
in cui non lì richieda tal condizione . Si abbia da rin- 
tracciare una curva, in cui la fottangente fra all’ afciA 
fa in ragion collante ; nafeerà fubito 1’ equazione 

•y fi yc 

'-~2 — : x\ :m: 1 ; dunque y d x — m x dy = 0; la quale 
mo-trplicata per , rifulta - 

y n»-M 7 yn rf. i 1 

x A 

integrando farà — = — , la quale equazione efprime 
y u m 

tutte le parabo'e, ed iperbole. 

III. Nelle curve riferite al fuoco armo ancor luo- 
go i problemi inverfi delle tangenti. Recniamone qual- 
che elèmpio: fi voglia una curva riferita al fuoco, i» 

cui la fottangente fia collante; farà —a-, dunque 

• J 

(ti*) 

dx=z e prefo per centro il predetto fuoco de- 

3 ferii- 
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fcritto il circolo del raggio =*> e chiamato 1’ arco 

... . y d z . . v d z 

rr z , Tappiamo edere dx — . ) e perciò = 

a a 

t^- 2 - ; dunque farà d z r= * - ‘ v , ed integrando a- 

y yy 

vremo A — z— — ; che è 1 * equazione della Tpiralc 
J 

iperbolica. La curva debba avere la funnormale co- 

ftante farà -2-^L = <* , ciò kydy — Adx~ydz } c 

dy—dz , e perciò y — A-\-z, che appartiene alla 
fpirale di Archimede . Nella curva fi voglia la norma- 
d f 

le collante; farà •— — = a: in primo luogo offervo, che 
d x 

polla y collante ed eguale ad a, tal fuppofizione fod- 
disfà all’ equazione ; dunque il circolo del raggio — a. 
è una delle curve cercate ; inoltre dall’ equazione ri- 
cavo yyd x*+ yy dy 1 — AAdx' l \ dunque ~ — y — 

V aa —yy 

» 7 d z a d y , 

-=zd x ■=. z • dunque — d z ; c comec- 

a V aa —yy 

che f — a •- è un arco di circolo del raggio 


y/aa—yy 
c del feno = y ; dunque 1’ arco z eguale a f—z 


Ad y 


y/ A A — 7 y 

avendo il raggio =r<r, avrà il feno eguale ad y. Per 
collruire quella curva col raggio F A — a fi deferiva 
il circolo ( Fig. 6i> ) e fi prenda P arco A E = z il 
di cui feno fia Eli fi con«iunga F E , in cui tagliata 
F D — El =j il punto D larà nella curva ricercata, 

la 


4 
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la quale riferita al fuoco F avrà la normale collante, 
le fi voglia l’ equazione algebraica di quella curva 
confiderata alla carteliana, fi tiri D L normale inF^f, 
fi chiami F L — m , L D — n , farà F D — I E — 

^ m -f » » ma F D : F E: L D : l E , dunque F D 

— J F. — y/r* m -±- n n : a : : n : ^ m m-\- n n , e perciò 
m ni -f- n ti — a n , cioè ti n — n ii — mm y la quale equa- 
zione '-fprimeil circolo defcrirto foprail diametro h B; 
ed in fatti fe fi deferiva quello circolo F DB H, e fi 
conduca GF H perpendicolare ad F D , e dal punto D 
pel centro K del circolo deferitto fi conduca DKH t 
che concorra con G F in .H pollo nella circonferen- 
za, farà D H la normale ricercata collante ed eguale 
ad F B: dunque oltre il circolo riferito al centro il fo- 
lo circolo riferito al fuoco pollo nella circonferenza 
à la normale collante. Ognun vede che per rifolvere 
i Problemi di quella natura Ila cofa neceilaria fapere 
la maniera, con cui fi polTa far palfaggio dall’ equa- 
zione differenziale all’ equazione in termini finiti, il che 
farà P oggetto dei Capitoli leguentr, 

IV. La Geometrica degli infinitefimi ferve alle 
volte mirabilmente per rifolvere con facilità ed ele- 
ganza alcuni di queftiproblemi, i quali, camminando per 
le llrade ordinarie , richiederebbero operazioni ardue 
e proliflè da fiancare la pazienza degli Analiili , Si ve- 
da ciò nell’ efempio che fiegue, Nel angolo MAH 
( Fig . 6t\. ) fi voglia deferivere una curva tale , che con- 
dotta da quallivoglia punto di elfa curva la tangente, 
fia la porzione di qu°(lx, comprefa fra i Iati A M , AH 
dell’ angolo, eguale ai una collante. Quello Proble- 
ma riefee molto lcahrofo fe vogliali rifolvere col me- 
todo fopra elpo.lo ; al contrario la geometria degli in- 
fmitcfhUi ci apre un modo aliai facile di coAxuirs la 

cut- 
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curva ricercata . La retta colante fia 2? C, la quale 
dovendo elfere tangente farà in efTa an punto di cur- 
va ; alla B C infinitamente vicina fi tiri L O e^uaie 
a BC ; dovendo edere fimilmente IO tangente Vari 
in efTa un punto di curva , i quali punti dovendo ef- 
fere infinitamente vicini , perchè le due tangenti non 
differifeono di porzione; quindi ‘quelli punti di cur- 
va faranno infinitamente vicini al punto X dove le due 
tangenti fi fegano , c perciò determinato il punto X 
farà determinato un punto di curva. Centro X fi de- 
ferivano gli archetti B P, O Q, faranno quefti come 
£X: X Qj ma la ragione di B P : QO fi può f c j 0 _ 
gliercnclle tre componenti B P : P M^P M : QC , OC- 
OS i dunque ancora B X : X £Màrà compolla da qu e- 
fie tre ragioni . La ragione poi di B P: P M è eguale 
alla ragione di A R : R B ( condotta AR normale a 
BC ) perchè i triangoli M PB, BRA rettangoli fo- 
no limili per adequazione; la ragione di M P : QC è 
di eguaglianza, perchè BC è eguale ad MO, ccTin- 
°.l crc . ^ ) ■X O ad X Qj perchè tali rette non 

differifeono fe non fe per una quantità infinitefiraa del 
fecondo ordine; finalmente la ragione di C Q: QO 
è eguale alla ragione di C R : R A; ma le tre ragioni 
A R : R B , di eguaglianza , e di C R:AR compongono 
la ragione di R C:R 2f; dunque B X:X Q==XC:: B R: fi C , 
c componendo B C ; BX::BC : RC ; dunque BX — 
RC; onde fe in tutte le pofizionidi B C dentro l’ an- 
golo M A N» in maniera però che le eftremità />,e C 
fieno ne lati dell’ angolo, le quali pofizioni fono in- 
finite» fi calino dall’angolo A in B C altrettante nor- 
mali , e fi taglino le B X eguali alle rifpettive R C, 
i punti X daranno la curva cercata. L* equazione di 
quella curva è facile a dedurli dalla corruzione; fi ve- 
da il Capo 13 * del Lib. 3 . Tom. i. La difficoltà prin- 

ci- 


Digitized by Google 


C A P O IV. 177 

cipale dei problemi di qucflo Capo , confitte ( cornea 
quella dtl Capo 14. 1. 1. ) in pattare dalle equazioni 
differenziali alle integrali, del che trattiamo nei Ca- 
pi , che lieguono. • 

CAPO V. 

In cui efponejt come adoperando le volgari operazioni 
algcvraiche ottenga/t alle volte /* integrazione 
delle e '.inazioni differenziali 
di primo grado . 

I. T7Ra i metodi, con cui gli Analifti tentano 1’ in- 
1? tegrazione delle equazioni differenziali, merita- 
no particolare confiderazione quello, che è fondato 
nella feparazione delle indeterminate , e quello per 
cui cercali un fattore, che renda P equazioni integra- 
bili . Prima di efporre 1’ andamento di quetti metodi 
faremo vedere nel prefente Capitolo come alle volte 
colle volgari operazioni dell’ Algoritmo , e coi folitì 
artifici dall’ Algebra fi giunge a determinare gd inte- 
grali delle equazioni differenziali . Quetti metodi fo- 
no tutti egualmente imperfetti, efiendo pochi i cafi 
per cui vi fieno regole generali. L’ Analitta à qui tut- 
to il campo di far prova della fua abilità , ficcome del- 
la fu a pazienza e fortuna , perchè in fimili ricerche 
fi cammina per lo più , come fi fuol volgarmente di- 
re , a tallone . Noi coerentemente al fine propellaci 
efporremo quello che più fi confà per la migliore in- 
flazione dei giovani, e ci guarderemo d. 11’ addurre 
farraggini di regole e di precetti, atte più a intoi pi- 
dire e confondere , che a rifvegliare , ed erudire 1 in- 
telletto dei principianti . 

Tom. IL Z li. 
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II. Sia da integrarti 1’ equazione^ d x r=zx dx-ì 
x dy ; quefta equazione, come giace, non fi psò in- 
tegrare ; ma fé fi trafporti il termine x dy , onde lia 
jdx + xdy — xdx, 1’ equazione ammette integra- 

X X 

zione , cflendo il di lei integrale y x — \~ A . La 

2 


quantità collante A deefi Tempre aggiungere pattando 
dal differenziale all* integrale, altrimenti quello non^. 
farebbe completo, come è facile ad intenderti. Se 1* 
equazione propolta lia j d x— x dx -\-x dy , non ba- 
da per ottenere 1’ integrazione tiafportare il termine 
x dy\ e fcrivere y d x — xdy — x dx , perchè la pri- 
ma parte di quefta equazione non è integrabile; ma 
fe P equazione dividali per x x diviene ella integra- 
bile cflendo — — = Ix+A P integrale dell’ equa- 
x 


zione differenziale 


y d x — xdy 

X X 


— — ; il logaritmo fi 
x 


è prefo nel Gftema , che à per fottangentc P unità . 
III. L’ equazione differenziale da integrarli fia la 


feguente 


2 ' v y " v - — = d z> in cui z fupponefi 


x—3 


data in qualunque maniera per la fola y , o la fola x. 
Si aggiungano nel numeratore i quattro feguenti ter- 
mini che fi elidono, cioè xdx — xd x-f-j dy — y dy , 

onde fia - , . 

x d x-\-x dy — y d x — -y dy — x d x -+• x d y — y d x-f-y dy 


x—y 

=: d z> ; il primo membro di quelU equazione è egua- 


le 
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.v— j/ 

porto X — J ^ ) ^+) — ? ) ^ 3l ’ì 

? _ 


, e perciò 

pdcf — qdp_ 


PP 


d 2>, 


ed integrando avremo — - = a - 4 - j c >cè -- — 

Sia cjiieft’ altra equazione da integrarfi xxd x 
^-xydy + yydx — dz,z ila data unicamente per 
x moltiplico in primo luogo per x , onie fi a x- d x 
-f- x l y dy x d x = x d z , cioè xdx. x x + y y 
-4- ydy.xx~xdz. La prima parte dell’ equazione 
certamente non è integrabile ; ma rendefi integrabile 
fe y dy fi moltiplichi ancora per yy; pertanto ali* 
una, e all’ altra parte dell’ e quazione fi aggiunga^ 

y) dy , onde fi cangi querta in xdx-\-ydy . xx -Hj v 

y,' x* ■ | 1 y y 

z=x d z-t-y 3 dy , la quale à per integrale — 

4 4 

—fxdz- f- — . Vogliafi 1 ’ integrazione dell’ equa- 

4 

zione x x dy 2 xy dy 4 - yy dy — a a. dx ; aggiun- 
gali all’ una e all’ altra parte il termine a x dy , onde 

fia x x dy-\- 2 xy d -v— f— v y d y it a d y—(i a . d x-\-dy> 

a a . d x-{-d y * 

dunque dy — -, e porto x + rara 

x -hj H- a a 

dy — ? . , onde y—f — — — h ^ » ci°è fa- 

z. z-\-u a ' z , z-\- a a 

rà j eguale ad un arco circolare del raggio eguale ad 

Zi a, del- 
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«, della tangente eguale ad x+ jf, più o meno una 
collante ; laonde fé nel predetto circolo prendali un 
arco eguale ad y più o meno una colante, e da:Ia_. 
tangente di quell’arco fi tolga la j,fi»à il refiduoc- 
guale alla x corrifpondcnte „ 


IV. Su 1 ’ equazione differenziale a x -+- b y 
4- c x + f y >dy~o da intcgrarfi . Fingo 1 ’ integrai^ 

*» m 

di quella equazione eguale ad x-f- Ay . x~\~B y = M; 
M è una colante , ni , n , A , fi fono quantità da de- 
terminarli . Pallàndo dai numeri ai logaritmi, e diffe- 

, r -, d x -(— A d y d x -f- B d y 

renziando larà >«. --q-#. : o. 

x -±- A y x -f- fi y 

ridotte quelle frazioni alla fiefla denominazione fi 
'rà la feguente equazione limile alla proporti , cioè 


e 

avrà 


in -)- n . x -\~ M & -+- » A • 7 . d x -f- 

tn A -f- n B . x m -)- n . A li y . dy ~ o j fatto per- 
tanto il paragone dei termini corrilpondenti fi trove- 
ranno le feguenti equazioni I. »«-(-»—«, II. m l’-f- 

n A ■= b , III. rnA + n fi = r, IV. m-\-n . A B — e. Col 
mezzo di quelle quattro equazioni fi devono determi- 
nare le quantità A , fi, m , »; pertanto diviia la quar- 
ta per la prima fi avrà la V. AB — — ; aggiuntala 


feconda e la terza farà a.A-+-B=zb-+-Cy onde a- 

b 1 c 

vremo la VI. A-\- B — — L_; alzando quella alqua- 

& 

2 

drato avremo AA-{-2.AB-f-BB=. t c , e fottra- 

a a 


en- 
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cndo da quefta la quinta moltiplicata per 4, ed ef- 


}/k=t 

I 


a a 


±1 

a 


tratta la radice avremo la VII. A — B = 
paragonando finalmente la feda , e la Ottima equa- 

, . b-\-c^-]/ M- c — 4 a c 

zione fi troverà Az=. 


1 a. 


B = 


b -1- c — l / b -+- c — 4 a e 
2 u 


determinati i coefficiènti A , B è cofa facile col mez- 
zo delle due prime equazioni determinare gli efpo- 

An-b b — Ba 

nenti w 3 « J ritrovandoti m — — ^ — -,n 


A—B 


onde farà determinata ancora l’equazione x-+-Ay , 

n 

hy—Mi che farà l’integra. e della propofta e- 
quazione differenziale . Quefto metodo fi può appli- 
care a tutte le equazioni della feguente forma 

axx-t-bxy-+-cyy.iix-\- ex x-\-Jxy-\-gy y . ti y — fi 
a xi~\- b xx 7 + c xyy -f- eyì , + 

x l y-\-hxy y -+-iy } . dy=z» 

&c. &c. &c. 

Alle volte fi infornano quantità immaginarie ; il che 
non indica , che fia affolutamente imponibile 1’ inte- 
grazione delle equazioni differenziali ; ma fol tanto » 
che non fi polfa ella ottenere con tal metodo. 


CA- 
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CAPO 


v r. 


Si tenta l' integrazione delle Equazioni differenziali 
di primo grado colla J epurazione delle 
indeterminate . 

I. /''■'vGniqualvoIta 1’ equazione differenziale di pri- 
mo grado ammetta la feparazione delle dud 
variabili, lì riduce alla forma, che fegue cioè Td jyrr 
Xdx , in cui Tdy è il differenziale di una funzione 
della y, ficcome Xdx lo è di una funzione della x; 
onde integrando 1’ uno, e 1’ altro membro per le co- 
le dette nel libro precedente , li avrà STdy^SXdx 
- 4 - A , c perciò farà data in termini finiti la relazio- 
ne fra le variabili x, cd y ; la quale farà algebraica, 
fe ambedue i membri della equazione STdy\SXdx 
fieno algebraici; farà trafeendente, fe un membro fia 
algebraico, e 1’ altro trafeendente , ovvero fe ambe- 
due faranno trafeendenti ed incomparabili . 

II. Si dille nel Capo precedente elfere pochi quei 
cali, in cui 1’ equazioni differenziali di primo grado 
ammettono la feparazione delle indeterminate , in con- 
fronto di quelli, che non 1’ ammettono. Tra le pri- 
me fi annoverano 1’ equazioni dette omogenee, in cui 
la lbmma degli cfponenti delle variabili in ciafcun ter- 
mine è collante. Sia dunque P d x = Od y ; P > 

p 

fono due funzioni omogenee di x , y ; onde farà 

una funzione omogenea fenza alcuna dimenfione , la 
quale polla y — ux lì tral'muta in una funzione data 
per la fola w, la quale funzione fi chiami V , farà/^jr 
— Vdx\ ma abbiamo y =://*■, onde dy—xdu- f- 
udx’j perciò fofticucndo quello valore in luogo di dy 

farà 
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, ir j ’ -v dx à « 

farà x x ; e perciò — = - , c- 

X v — u 

quazione in cui le variabili fono feparate , ed il di 
cui integrale è l x =r/—-^- • P er mez^o di quella e- 


? illazione fi conofce la relazione fra * ed;/, ed in con- 
eguenza farà nota ancora la relazione fra x , ed y } 
giacché abbiamo y — ux . 

III. Sia propolla 1’ equazione differenziale dx. 

^I\LTy = d y . cx-\-ey ; per feparare in qu-lla 
indeterminate pongo y—ux, farà pertanto udx-\- 


dw=.d x . 


* x 4- b y _ 


cx + e y 


— d x . 


b u 
c e it 


, d x 
onde — = 


i u ,c -t- e u 


0 c 

du. e u — — -J-* — 
2 


a 4 - v u — cu 


e u u 


a+b- c ,u — e tiu 


+ 


d u . 1 


a b — c . u - 
b -1— C 

lx— 

z 


e u u 


j onde integrando farà 


d « 


a -4- b — c . u — e u u 


■ — / y a b — C.u — cuu-\-A. La formoli affetta 
dal legno fommatorio generalmente parlando dipende 
dalla quadratura del circolo e dell’ iperbola , come li 
è dimolirato nel Capo 8. del primo libro . 

IV. Quello metodo di feparare 1’ indeterminate^, 
nelle equazioni omogenee è univerfale , ne viene al- 
terato dalle quantità radicali « nè trafcendenti , pur- 
ché 
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che quelle contengano funzioni della *■ , e della y, 
che non abbiano dimenlione alcuna , come farebbo 

/ A * ~ l ~ - v , ^ ' > T arco che à per feno 

X 

— ■ — ? Cof; — . Sia 1’ equazione differenzialo 

v x x -+-jy • y 

X d y — J d X — d x yf x x'-\-y y , farà — — 

d x 

J 4- \/ x x — f— y y 

x 


j porta y — u x farà u dx A- x d u—_ 

d x ~ d n ~ 


* V *■ 

ti d u 


u u 


u 4~ V i H- « u . d x , da cui cavali 

11 *4- V i -I- v u d u , n a u , N 

— ■ ’ — ~ _ ■ — = / — - ■■ — 4- « * i • 

U -f- y / 1 4" » u |/ i 4 « « x — f- « u ) ' 

( “ 4- y/ i -t- k ii ) ; onde integrando farà lx = l A 4 » 

l «4-y/ i4 -un ; cioè x — A. u 4 - yTT 4 - « « = 

— — " e 

•A • — — f-j/i4- 2-^-; da cui ricavali x xiz. A A-+* 
X XX 

zAy, equazione alla Parabola. Sia 1* equazione ydx 

= x j y hùlil£m i ùajj= — A x 


x l 


y/ x x -t- y y 


fi ponga 7=: ux j avremo udx-{-xdu = 


X 

U d X 


ly/i 


u u 


__ J d x d U l I -f- U u . , , . 

onde — — « dove abbiamo laricerca- 

* W — Hly/lA-UU u 
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ta feparazione . Alcune equazioni ‘benché non fieno 
omogenee , poffono nondimeno ridurfi a tali con qual- 
che folìituzionc ; fia per efempio d z+z. z d x —-JL . 

XX 

pongali z = — ) foiìituendo fi avrà 1 ’ equazione 'o- 

y 

mogenea xxdy — dx(xx — <ryj). Quando 1* e- 
quazioni non omogenee poll'ono ridurli ad edere tali 
per lo più ciò fi, ottiene, ponendo x — u m , y — z" , — 
perchè loftituendo facilmente fi vede, quali determi- 
nazioni fi debbono dare agli efponenti m‘ } n , per ot- 
tenere ciò , che fi defidera . 

V. Sia 1’ equazione differenziale generale del pri- 
mo ordine, in cui fi vogliono le variabili leparate t 

tale equ azione così efprimefi a - j-i> *-+- cy . dx — 

e -hf* -hgj • pongali b x+ c y— z , c-f/x-f-* y . 

= « > avremo zdx — udy ; inoltre farà 
v T g — cu — a g-\- c e _b u — z /-+- a f — b e 

, ‘’i-cf ■’ 3 L- 

dunque d x : d y—g d x — c d u : b d ti — f d x; ma abbiamo 
d x : d y ; : « > % ; du nque farà gzd z — czdu— budu 

— /« d z 5 e g 1 +7 u d z =. i u-j-c z . d u s Quella ul- 
tima equazione è omogenea, d.i cui abbiamo parlato 
nel numero 3 . Quando per altro fia bg — cf, allora 
divenendo bg — c/= 0 , fi introducono quantità in- 
finite , che rendono inutile il metodo ; in tal cafo dee- 

fi avvertire, che dovendo edere /=— , farà fx-\-gy 
• " c 

bg .. - » - 

— * + gy=.-^- . b x-\-cy , e poda — — m , l’e- 
quazione verrà cfprefla così a d x + bx-^ey . dx — 
Tom. IL A a edy 
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e dy+». b x -+- cy . dy; onde porto 4x+ c y = z> 
farà ad x-f - z dx — ed y -f- n z dy ; ma abbiamo 

iy = ^ z 1 ^ X ; dunque adx-\-zdx = e-^nz . 


d z — b d x 


, e perciò a c -{-c z-±-et> n b z . dx=: 


e — J— fi Zi 


c-\-n z ,dz\ onde d x — — ». d z , e- 

' c ni?. z -f- e b a c 
quazione , in cui abbiamo le incognite feparate . L’ e- 
quazioni differenziali del primo ordine , ma di grado 
fuperiore, cioè in cui Te variabili afcendono a poteftà 
fuperiori non ammettono feparazione delle indetermi- 
nate fe non in pochiflimi cali} onde non meritano dL 
eflere qui confiderate .. 

VI. L’ equazione differenziale d y-\-P y d x—Qji x^ 
in cui P , Q^i'ono funzioni qualunque di x, ammette 
Tempre la feparazione delle indeterminate .. Pongali 

dz - . . — fPdx 

— Fdx=.. — , onde fia/P^x=.<— lz;e z—e ; 
z 

fingali inoltre y — z u ; onde fia dy — Z d u-\~ u d z~ 

n d x P y y d z 

Qjx—Pydx , farà du —d^ — ^dx — L-r i 

_ . dz , Odx 

pia — P dx = — j dunque d u— — — e -4Ì 1 x » 
<z z 

ed integrando u—fe Pi *Qjl x ; e finalmente 

y=zi fTÌ * f* dx QJ x-\-A. Quando prendefi la_- 
fomma di Pdx non occorre aggiungere collante alcu- 
na} perchè qualunque erta fiali , la forinola } che cfpn- 
me la y è Tempre la fteffu . Se abbiafi da trattare 1’ e- 
quazione dy-\-Pydx — d x , fi ridurrà que- 
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Jh facilmente alla forma della precedente col porre 

r. — _L , Imperciocché avremo — := j ondo 

yn' ^ ^ y nz> 

J d z 

divifa 1’ equazione perj , e fortituendo fi avrà — — -h 

r d x = , ofiìa </ a ■ — n V i> d x = — « .Qjf * • 

z. 

VII. Tutti i trinomii, che contengono fole pote- 
rà della x, e della j fi riducono al feguente a x m d x 


4- £ y q x n d x — dy , perchè il trinomio generale delle 
poteflà di x , ed j è c x*j + d x —x y d y ; 

dividendo per x , edj , diviene eflocx^ d x- \-e x 
y Ummmr dxz=: y^~ T dy', facciafij/ r dyz=zdz> , onde fia 

u — r 

f — r+- 1 




/— rH-i 


z- ; fi avrà / — r + i 


r +1 




v — t 


- 4 > 


P.ngafi j-r + 1 _ — , j- r + , 

f — , p — * = w, r — r = « fatte le fottituzioni nel 

trinomio generale , prenderà elfo la forma, che fi vo- 
leva provare . Intorno a cui benché abbiano mol- 
to travagliato gli Analifii, ciò non citante non fo- 
no giunti a fepararvi le indeterminate , fe non nel ca- 
fo , in cui fia q =. 1 , in qualche cafo , in cui cox. 
una conveniente foftituzione fi può rendere omogeno, 
e finalmente in alcuni cafi, in cui fia q =. 2 , onde il 
trinomio prenda la forma a x M d x-h l y 2 x n d x — dy % 
che fuol venire allora fotto il nome di forinola Ric- 
cattiana . La feparazione nel primo cafo , ottieni! pel 
numero precedeste ,• nel fecondo vagliono le cofe dec- 

A a t te 
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tc al num. 4 ; refta dunque fol tanto a determinare i 
cali della feparazione per la forinola Riccatiana ; U 

quale pollo b x" d x — d z à? onde b x" "* 1 ~ «-(-1 . z , 
e. fatte le debite foftituzioni fi trafmuta in un trino- 
mio di quella forma ( A ) d j-Hjj dz — cz?d z . Pon- 
f 

gali ora j— - > z fm¥l ~t ì fatte le foftituzioni farà 

. -? 

(B) d r r r d t d t ; fe poi pongali y = 

T 1 * 

, ed z= — efeguite le convenienti foftituzio- 

z z t 

ni avremo (C) d r -j-r r d t — ct ~ f ~4 d t ; i trinomi» 
J 5 ,C fono della ftefla forma del trinomio A . Ciò po- 
llo cosi la difcorro ; fe fia p — o fi feparano fubito le 
indeterminate nel trinomio d y -f- y y d z— cz f d z>; 
dunque fi feparano ancora nel trinomio (C) in cui l* 
elponente di t farà — 4; pollo dunque nel trinomio 
(■ 1 ) p = — 4, avremo la feparazione delle indeterminate, 
giacché il trinomio C è della llelfa forma del trinomio 
A; dunque fi avrà eifa ancora nel trinomio ( B ) di- 
venendo 1* esponente di t = , e perciò quando 


fia nel trinomio (_ A)p — 1 fi otterrà la feparazro- 

re delle indeterminate, giacché il trinomio B è filmi- 
le al trinomio A ; dunque fi fepareranno ancora nel 

trinomio (C) dividendo 1* efponente di t — — - > e 
perciò nel trinomio {A) fi otterrà la feparazione del- 
le indeterminate, quando fia e coìì di ma*- 

, _ l 


no 
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no in mano raziocinando e facendo ufo alternativa- 
mente dei due trinomii (B) , (C) 6 proverà che ^eX 
trinomio ( A) faranno le indeterminate feparabili o- 


gni qual volta fia p = 




, g denota un numero 


2 g ±. 1 

inriero e pofitivo . L’ equazioni , oltre 1’ efpofte , che 
ammettono la feparazione delle indeterminate fono 
aliai particolari ed in confegucnza comecché di poco 
ufo, non fi pungono in quelli elementi . 

Vili. Le equazioni del prefente numero non fi ad- 
ducono già perchè per fe ftelTe meritino particolare 
attenzione, ma foltanto per fare conofcere ai Giovani, 
come fi deono efli induftriare per rintracciare nei bi- 
fogni le opportune foftituzioni , Sia » 

d z , in cui fi fuppone z da- 

A-\-X -+-J 

ta unicamente per y ; elfendo il numeratore integra- 
bile , fi faccia lydy-+-xdy-+-ydx — adu, ond^ 

integrando farà y y x y — au > ed x = — , 

-* - y ■ 

onde fatte le debite foftituzioni 1’ equazione propofta 
fi cangierà nella feguente " = zdz\ 


ed 


ydu 




a u — y y 


— dz j dunque y d 


u — uà z — 


ydz -y quella 


. - / , - d u d z 

ultima equazione fi prepari così a.- —dz* 

Facciafi f ar à , data per j , e 1* equazio- 

J) i 


ne 
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, d u d s 

re diverrà u. — y = d % j pongali finalmente 

— £i = — 5 ed integrando farà lu — /r = //:on- 

ur~t 

de — =/ 5 ed u~st\ fatte pertanto le foftituzioni 
j • 

fi avrà x r . — == z, oflia d t — — } e r — . Il 

/ s -s 

metodo adoperato in quell’ efempio fi chiama della_. 
dimidiata /epurazione , il quale relo familiare apporta 
utilità fomma.Sia propofta l’equazione ay dy=zy y d x 

4-xx(ix; facciafi y z= > foftituendo farà * qqp dp 

4 - ap p qd qz=.p pqq d x-\- a a x x d x\ fuppongafi ef- 

fere a qqp dp — q q pp d x , farà - — £ z=z d x , e alp 

t * 

= Xj prefa la futtangente della Iog.ftica eguale ad j; 

X 

•— I . 

dunque farà /> == e a , onde foftituendo quello valore 


a * 


di p nell’ equazione ‘data per p.q^x^ avremo e * 

, , .. a x x dx , 

qdq — axxdx) e perciò = q d q ) e 


2 X 

p * 


y y ^ y ^ 

24 / — * r= q q-\- A ; equazione in cui fono l’ in- 


2 X 


«ognite feparate . Sia l'equizione4 a 1 x*dx- f-4 a^l xdx 
4-4 al y x d x + J a c*y d b by y d x — a b* d y—o. 

Facciafi la foftituzione j=; Ax-+-z 4-C , farà dy=. 

A d x 


i 
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A d x-\- d z , eà y y =. A A x x z A z x + z z 
2 ^(; x + zGi + GG; eliminando pertanto I’ y , ed 
il dy dall’ equazione propofta avremo 

( ao. a + ^abA -\~bbAA) x x d x 4- ( 44 a b 4~ 
\abG + zabbA -\~2bbAG)xdx+(zabbG 
4_ bbGG — abì A) d x-+- ( 4* b+ 2 b b A ) . z x d x 
4_ ( 2 a ùb-\-lb b C) . z d x-^-b b zzd x — ab^d Z—O . 

Se io determino il valore àx A in maniera, che il pri- 

2 A 

mo termine fu = o, ritrova A == —, dal che ne 

b 

viene, che fvanifea ancora il fecondo termine, ed il 
quarto . Per togliere poi il quinto termine ritrovo 

C z=. a , e foftltuiti i valori di A , e di G nel terzo 

termine y diviene elfo a a b b d x ; onde dividendo per 
b b , rimarrà 1 ’ equazione a Ad x-\-z z d x — a bd zzzify 

offia d x — a b ^ Z - - , equazione colle incognite fe- 
a a z z 

parate .. Quelli due efempi fanno vedere , che intro» 
ducendo nella foftituzione varie indeterminate , ù pof- 
fono quelle alle volte determinare in maniera , chej» 
fvanifeano i termini impedienti la fepauzione» 



Ci. 
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CAPO VII. 

- Ih cui fi tenta V integrazione delle Equazioni diffe- 
renziali di primo grado col mezzo dei 
'[ moltiplicatóri , 


I. 


Q Uefto metodo in riguardo alle equazioni che_> 
trattiamo fi eftendc poco più oltre il metodo 
""del. Capo precedente ; ma per altro abbiamo 
il vantaggio di poreilo adoperare nelle equazioni dif— - 
ferenziali di qualunque grado , e che contengono an- 
cora qualunque numero di variabili . Prima d’ ogni al- 
tra cofa conviene ben comprendere il lignificato di 

quelle efprdlioni P°ft° M. funzione 

delle variabili * > ed y . La prima, cioè ^ fi* 

gnifica, che fi dee differenziare M lupponendo variabi- 
le la fola * , e non già la j , e che tale differenza-» 

poi fi dee dividere per dx ; 1’ altra efprelfione ^ 

vuol dire, che fi dee differenziare M lupponendo flu- 
ente la fola y , e collante la x , e che qu ella d iffe- 

renza dividere fi dee per dy : così fe fia M =/* x-\-yy , 


V**-t -yy 


y/xx+yy 


L’ cfprellìone poi ( lignifica , che la quantità 

\d y d x / 

r dM \ , 

("Tic) * flaU dl nuovo dlff ^ renzi ata Lupponendo 


va» 
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variabile la fola y , e divifa per dy, e 

d M 
dy 


/ d M\ 

(dy) 0 


( ddM l \ . 

\d*dy) *' 


d xdy 

è Hata di nuovo differenziata^ 


gnifica , che 

fupponendo variabile la fola e divifa per d x . 

II. Tre principii conviene qui ammettere come 
ficuri , comecché fondati nella natura del Calcolo 
d.fferenziale . I. Se fi a data una funzione qualunque 
V per le variabili x , y , z &c. e fe fi diffenzi V 
fupponendo la fola x variabile, onde fu d V=zM d x, 
e poi fupponendo variabile la fola y , onde fia... 
dV—Kdy , indi Apponendo fluire la fola z., onde fia 
d V — P d z, , farà la differenza della funzione V 
facendo variare tutto d V— M d x -f- N d y + Pdz, 
&c. II. Se in una funzione differenziale dotata^ 
xlel fuo integrale, fi tolgano turti i termini che con- 
tengono d y, quello che refterà farà il differenziale 
dell’ integrale fupponendo variabile la fola x e vice- 
versa - Qui abbiamo fuppofto la forinola data per le fole 
variabili x, y; le folfero più variabili, tolti i termi- 
ni, che contengono il differenziale di una , quello che 
rimarrà faià il differenziale dell’ integrale fupponendo 
fiu.re 1’ altre variabili . III. Egli è cofa indebitata . 
che pofta M funzione di x, e di j fe fi differenza 
M fupponendo variabile foltanto la x, onde abbiali 

in feguito fi differenza fuppo- 

foltanto la y , onde fia ( — \ , è 


e fe 


nendo variabile 

cofa indubitata 
eguale a quella 

nendo variabile la fola 

Tom. II. 


fddM \ 
\ dy d x / 


dico che quella ultima quantità fia_. 
, che nafee differenziando M fuppo- 

onde fia ^ ^ ^ , e fe di 


J 3 

Bb 


nuo- 
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nuovo fi differenza (7^) Tupponendo variabile la 

fola x , onde fia ( ^ ; laonde avrà Tempre luo- 

\ a x a y J 

f ddM \ / ddM \ . . 

go quella equazione ) = {—-)■, ed m 

, _ / d M\ 

fatti pollo M = Vxx+jj , onde fia l 77) — 


farà 


\/x 

mente fi trova 


ddM 
d y d x 

ddM ___ 
dxdj “ 


fimil- 


x x 4- j J 

JL 2 .. Quella ve- 


x x -| - y y 

rità vale per tutte le formole contenenti ancora fom» 
materie, e farà da noi dimoftrata nel libro feguente, 
dove efporremo il Calcolo delle Variazioni- 

III. Quando la quantità M fia funzione algebri- 
ca di x, e j, ovvero fe contiene foro matorie , fia la 

x feparata dalla y , come farebbe y f — — j ^ ac *“ 

le differenziare M prima in fuppofizionc di x fluente, 
ed in feguito di y , e viceverfa . Ma quando il fegno 
lbmmatorio racchiude neccffariamente ambedue le va- 
riabili non fi «à colle regole ordinarie trovare tali dif- 
ferenze; come luccederebbe le io voIelH differenziare 

f — , fupponendo. variabile la- fola y . Per ìui- 

y/ X x 4” y y ' : a j: c 

tracciare adunque it metodo di determinare queue de- 
ferenze , lia fl’dx tale che non fi polla attualmente 
integrare 5 nè fi porta feparare in P la x dalla y . hi n- 
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OQ Zz=.fV d x -+-Y , Y è una collante la quale dee 
contenere anche la y , che qui fupponefi collante, al- 
trimenti 1’ integrale Z non farebbe completo; fingati 
■ dfVdx\ „ „ / dZ\ / d Y\ 


inoltre 
dV 




dyj 
o non_. 


cflendovi in r la x ; Inoltre ^ = P; e perciò 

( ddZ \ =z / !_£ } Ma pel numero precedente abbiamo 
dy dx ) d y 

ijz_ = *jz_ . dunqlie fìIi (£Z) = (££) >ed 

dy d x dx dy \ d x / \ dy / 

in confeguenza </F=rfx.^ ^ , onde V —fd x . 

C_f)’ ' perciò (i£rdZ)=fdx(Ìl)i»Am. 

que la quantità K fi ritrova differenziando P in fuppo- 
fizione della fola y variabile , e dividendo tal diffe- 
renziale per dy , e moltiplicando per d x , cd in_. 
feguito integrando in fuppolizione che fluifea la fola 
x ; quello integrale olha la V moltiplicata per dy } 
farà il differenziale ricercato di fPdx in fuppofizio- 
ne dalla foia y fluente . 

IV. Sia ora una formola differenziale M dx -f-N dy ; 

in cui frverifichi quella condizione ^ ^ -j— ^ » 

io dico , che il fuo integrale hfMd x-\-Y , Y è una quan- 
tità data per la fola jy,che infegneremo determinare, ( av- 
vertali , che nelle fommatorie li fuppone fluente foltanto 
U variabile della differenza . Dimoitxo ; fi differenzi la 


Bb z 


for- 
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formola integrale, fupponendo prima variabile la fola x 
nafceià Mdx; fi djtferenzi inoltre fupponendo varia- 
bile la y } nafcerà ^ d x-\-dY } pel nume* 

ro terzo; ma e = e perciò 

f ^ ^ j la qual Z deve edere data per 

la fola y liipponendofi in quella integrazione y collan- 
te; dunque il differenziale completo del nollro integra- 
le farà Al d X-+-K d y -\-Z d Y+Y , e fatta — fZdyd =T 
farà il predetto differenziale M d x + N d y, die è ap- 
punto la formola propofla. Dunque per determinare 
1 integrale della noflra formola differenziale altro non 
rimane , che determinare la Y da aggiungere nei cali 
particolari a J M d x ; il che così fi ottiene ; fi diffe- 
renzi J hi d x in luppofizione di x fluente foltanto; 
dipoi fi differenzi la {Iella fM d x in fuppofizione del- 
la fola y variabile ; quelli differenziali li fottraggano 
dalla formola propofla, ed il refiduo farà —d Y, e 
perciò la fommatoria del refiduo farà =zY. Come fi 
è dinioftrato che l’integrale della nollra formola Mdx 
*+-Kdy b fM d x più una funzione di y ; così fi dimo- 
ia, che 1’ integrale della flcfl'a formola è fHdy più 
una funzione di x da determinarfi nei cali particola- 
ri come abbiamo inlegnato determinarfi la funzione di 
7; onde potremo Icieglierc dei due integrali, quello 
che torna più comodo. Venga la teoria illuftrata co- 
gli efempi, che feguono. Sia la formola y dx -f- xdy. 

cui abbiamo M —y , N rr x — a , onde 
dK .. dM d H 


in 


- 

/d M \ 

) ~ 


ij e perciò — 

d y d x 


V 


. . d y f d x .. , 

integrale adunque di tal formola farà fMdx~hY=z 
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jyx-4-y. Per determinare la T differenzio xy prima 
in fuppolizione di x fluente e poi di 7, ed avrò ydx 
.4- x d 7 ; fottraggo quefto differenziale dalla formola 
propofta, ed avrò — a d y ; onde farà — a 7 = Y , e 
perciò 1’ integrale della noftra formoli farà x y — ay. 

Sia in fecondo luogo la formola 'V' * ^ y 


in cui 


yy 


fi verifica che ^ ^ ^ ~d~) ^ ar * 1 > fom- 

mando ^ x - , cioè —, fupponendo variabile la fola 

yy , y 

d x x 

x , farà dico/ — = — ; di quefta fommatoria fi ritro* 

y y 

vi la differenza fupponendo una volta la fola *■ fluen- 
te , e 1’ altra la fola y , farà la fomma di quelle dif- 
ferenze — — — — — , e fottratta quefta fomma dalla 

y yy 

formola propofta, il refiduo farà — — , il 

, . . y 

* e c — ly. V integrale adunque della noftra formo- 

la è ly. Sia propofta in terzo luogo la formola 


cui integra- 


d Xy/x X -f-77 x d y /xx — f- 7 7 

" “ — , in cui abbiamo 

«/ •/ $ 

la condizione , che il differenziale di ) / x * ^ 

7 y 

fupponendo fluente la fola y fia eguale al differenzia- 
la j: x V x v -f- 7 7 ^ 

le di *— , — — - fuppofta la fola x fluente, im- 

*/ 

per- 
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perciocché, in ambedue i cali ritrovali tal differenzia- 
le = 2 x x ^ dunque il Tuo integrale è 


y) y/x x-t-jjr 


/ 


d x \/ 


yy 


: y .y 


-H T . Per determinare la T fi diffe- 


renzii la predetta l'ommatoria una volta in'fuppofizio- 
nc che Amica la fola x,ed un’ altra in fuppolizione, 
che fia fluente la fola j ; onde fia tal cifferenziale 

d X v / x *j±yy__ djr-i± x ±Al= d x - 

jiy/xx-^y y 

dy f 
— J x. 


y y 


d v y/ x ,\ > y 


x ii x 


y y 


y/x X4-> 7 


i -d Xy/ XXff-JJ 


dxy/xx-t-yy d y . x ^ x x -p- y y 


che è ap- 


yy j 3 

punto la forinola propofta ; e perciò in quello cafo 


d x y/xx-4-j y 

yy 


abbiamo T=.o e l’ integrale completo = / • 

quella formola efprime un arco di parabola il cui pa- 
rametro fia 2 j; il quale arco è inoltre divifo perj; 
!e x poi fono prefe nella tangente . 

V. Dalle fornrole è facile il paflaggio alle equa- 
zioni fia da integrarli 1* equazione differenziale 

— ydx — x dy 

g.ydx — x dy — d x , x x~rjj lari ‘ = 

J J xx+yy 

d x i • • 

— ; il primo membro dell’ equazione à la condizione 

tt 

ricercata; onde pel numero precedente fi trova il fuo 

integrale f — y ~— — -fuppoocndo variabile la fola x il 
yy+x* <- e . 
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fecondo membro dell* equazione Gmilmente è integra^ 

d x x - | - /L , 

bile eflendo / — = — ! — ; onde 1’ integrale della 

uà 

— . Per defcrive- 


_ . , - V d x x 

noftra equazione e f— = — 

JJ-+- X * * 


re la curva , a cui compete quella equazione ( fuppon- 
g o per brevità A — o) li delinei centro C ( F ig. 6 5 . ) 
e coll’ intervallo eguale ad et il circolo ABD; di- 
poi fi conduca un qualunque raggio CE, il quale li 
produca- indefinitamente , e 1’ arco A E fi chiami x ; 
e dentro 1’ angolo A C L fi metta G F normale a CA 
ed eguale all’Arco A £, farà G F la tangente dell’ arco 

— , prefa per feno tutto la CG; ma abbiamo an- 

II 

cora dall’ equazione integrata x eguale alla tangente 

V X 

dell’ arco — , prefa per feno tutto la y ; dunquepo- 

Cl 

fi a GF— x, farà CG—j , ed in confeguenza il pun- 
to F è nella Curva ricercata . 

VI. Quello metodo di integrare le formole, e l* 
equazioni differenziali non è di quella utilità , che a 
prima villa potrebbe fembrare , perchè pochilfime fo- 
no quelle formole , ? quelle -equazioni, in cui fi ritro- 
vi verificato, che fia ‘LlL — ‘L — 1 ; e quantunque da- 
zi y . /I x 

fi dimoflrato elfere fempre pofiibile, che una equazio- 
ne o tormola * che non à tal proprietà , la polla ave- 
re fe fi moltiplichi per una quantità data per x edj; 
ciò non ollance non è fiata ancora ritrovata alcuna 
regola generale per determinare qujfio moltiplicatore, 
il che le una volta riufcilfa , farebbe il calcolo inte- 
grale per quella parte ridotto alla fua perfezione . So- 

• no 
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-no flati adunque colVretti gli Algebrici a fermarti in 
alcuni cali particolari , dei quali ora addurremo quei , 
che meritano confiderazione . Ed in primo luogo ri- 
fletto, che fe una formola M d x-j- K dy non avendo 

^ fi ottenga ciò moltiplicando la formola 

di d x ' 

per una quantità 7T data per .v ed y , rifletto dico , che 
lo Hello tì polTa ottenere col mezzo di altri molti- 
plicatori di numero infiniti ; imperciocché avendo la 

formola 'K . M d x ~J- N dy la conveniente proprietà 
farà dotata del fuo integrale che chiamo z ; onde fa- 
rà 7T . M d x -f- N di = d z ; ma d z è integrabile fe 
fi moltiplxhi per qualunque funzione di z , che chiamo 

F; z; dunque farà ancora integrabile M d x-j-N dy. 7T F.z, 

, d( 7r M F:z) d (tt N F:z) , 

onde avremo — - ( num. 2 . ) ; 

dy a x 

dunque ritrovato un moltiplicatore 7r fi trovi z — 

f . Mdx~\~Hdy ; qualunque funzióne di quella-, 
fommatoria moltiplicata per et , darà un moltiplicatore 
che foddisfarà all’ intento . 

VII. Se lia 1’ equazione M d x Kdy=zo\n cui 
introducendo due altre variabili t , e u ammetta la fe- 
parazione delle indeterminate fi fapvà fempre ritrova- 
re un moltiplicatore, che la renda integrabile. Suppo- 
niamo adunque che fatta la foftituzione fi abbia M d x 
-f-N d y = T d t -f- V d tì\ farà T il prodotto di due 
fattori uno dato per la fola t , e P altro per 1* fola 
«; lo ftefio dicali di F", altrimenti le variabili f, ed 
u non farebbero feparabili . Dunque fi potrà dividere 
la formola Vdt-^ydu per una quantità P data per 

ti ed n tale, che fw nella quantità — _ -p- 

fun- 
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funzione della fola t , ed funzione della fola u . 
Effondo adunque integrabile la forinola Tf f ~+~ Vti u > 


farà ancora integrabile la fua eguale 


Al d x -4- N d y 
p 


» 


onde introducendo in P le variabili x , ed y, farà P un 
moltiplicatore , che venderà integrabile 1* Equazione^ 
data Al d x -j- N d y . Vedali un elempio di quelta Teo- 
rìa al num. 9. Sappiamo pertanto alfegnare fempre un 
moltiplicatore che rende integrabile qualunque equa- 
zione che ammette la feparazione delle indetermina- 
te. Al contrario poi dato un moltiplicatore , che ren- 
da integrabile una equazione non fi sà come lì pofla 
far pallàggio alla feparazione delle indeterminate ; per 
tal motivo molti danno la preferenza a quello meto- 
do di integrare, in confronto di quello che è fondato 
nella riparazione delle indeterminate; ma fi defidera 
ancor; il metodo generale di determinare i moltipl. ca- 
lori ricercati fenza aver bifogno di ricorrere alla fe- 
parazione delle indeterminate ; onde non abbiamo fin 
ora luogo di efaltare molto il metodo di integrare’ coi 
moltiplicatori. Rechiamo qualche cafo , in cui fi de- 
terminano i noftri moltiplicatori fenza aver ricorfo al- 
la feparazione delle indeterminate. 

Vili. La Equazione dy-+- Pyd x — Qjixt incui 
P » f3^fono date per la fola x , non fi può integrare, 
e bendo mancante della proprietà, che vi fi richiede. 
11 lecondo membro della equazione, c integrabile, co- 
mecché contiene la fola x ; il primo poi li rende in- 
tegrabile dividendolo per y , nel qual cafo 1’ integra- 


le fi ritrova fPdx 4- 
Tom. II. 


l Ll 

y 


— fP d x numero 4; 

C c ' que- 
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fPdx 


quello integrale fi efprime ancora così l y- dun- 
q le tutte le funzioni di quella quantità divifa per y 

j fé dx J 

cioè — r F: l e y , renderanno la formola dy-\-F y d x 
integrabile num. 6 .; dunque farà ancora integrabile detta 

I f P d x J . 

formoli per — F:e perchè tanto è integrabile - 

y r 

moltiplicato per qualunque funzione di Ir , quanto 

— — moltiplicato per qualunque funzione di r. Fra 

le predette funzioni divife per j vi è ancora-» 

f P d x 

e j dunque quella farà ancora al cafo . Si molti- 

plichi pertanto la proporti Equazione per e^ Fdx , ed 
indi fi integri come abbiamo infegnato num. 4 , trovc- 

— fPdx „ fPdx 

remo, x =2 e le Qjix. 

IX. Sia l’Equazione omogenea M d x-\-K dy—o y 
che fi debba rendere integrabile con un idoneo mol- 
tiplicatore. Il numero delle dimenzioni delle variabi- 
li nell’ Equazione fia ~n ; nel moltiplicatore , che 
chiamo 7 t , e che pure fingo omogeneo fia =r, fa- 
rà il numero delle dimenzioni nell’ integrale 

f 7T * M d x - 4- N dy eguale ad »-{->•-{- i . Noi abbia- 
mo un bellilfimo Teorema del Signor Fonren , dimo- 
ftrato ancora dal Signor Eulero nel Calcolo difteren- 
zia le cioè: Porta V formola omogena il cui numero del- 
le dimenfioni fia m>e porta d V d farà 

All* integrale M x-+Nj convie- 
ne agg/ungere la collante da determinarli nei cafi par- 
ticolari per fare verificare l’eguaglianza. Dunq ue fa rà 

7T M x •+- 7 T N y 4 - A = f 7r . AJ d x-f N dy; 

fé dunque faremo r =1 — n — 1 , farà 7T M x -\r n N y 

= — A 
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M x. 
M d x -I— N d y 
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; c porto A — — I, 


farà integrabile col meto- 


di x -f- N y 

dò del numero 4. Il cafo in cui fia «=: — 1 elude 
quefta maniera di integrare ritrovandoli r = 0 , ed in 
confeguenza m eguale ad una quantità cortante . Nien- 
te di meno facendo ufo della feparazione delle inde- 
terminate per fidare il valore di t fi ritrova, chela.- 

c t M d x - 4 - N dy 

forinola omogenea — — — — è generalmente in- 

M x- f- Ky 

tegrabile; perchè fatta y=zux farà M = x*U , ed 
N ==x* V; L 7 , V faranno funzioni della fola «,e per- 
chè abbiamo z=.udx-\-xdu , farà Mdx-\~Hdy 

— L V u . d x -+- x" 1 d 11 • ma quefto fecon- 
do membro dell’ Equazione è integrabile fe fi divida 


per x * - *” 1 U-A-Vu-, dunque farà ancora integrabile il 
primo membro M d x- t-N dy , fe fi divida per M x- 4 -N j; 

giacché x ”"- 1 \J-\-Vu è eguale Mx-f-Nj. Qui è da 
notare, che fe la formoli omogenea* M dx -f- K dy 
abbia la condizione necelTaria perchè fia integrabile , farà 

pel Teorema del Signor Fonten — ■ * l’infegra- 

- ' _ ■ n ■ - 1 

le di lei, porto « — 1 il numero delle dimenfioni del- 
le variabili nella formola propofta: così 1 ’ integrale 
della feguente formola omogena, che à la condizione 
necelTaria per elfere integrata , cioè 1 ’ integrale di 
zaxdx-{-bxdy-\-by d x -f- 2 c y dy è 
2 a x x-\-b x 7-4 -b 7 x-4-2 c 77 

— =zaxx-±-l>y x + cyy. 

X. I principii ftabiliti in quefto Capitolo ci fom- » 


Cc a 


mi- 
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miniftrano la .foluzione del fogliente Problema . Defi- 
nire la forma della Equazione differenziale , che poli* 
renderli integrabile col moltiplicatore di una data for- 
ma . Gli efempii che feguono indicheranno 'la manie- 
ra con cui dobbiamo contenerci in rimili Hcerche ; 
Vogliali determinare P, <2^, R , X funzioni della fo- 
la x f tali che 1' Equazione d y -f - yy d x 4- X d x fi 
renda integrabile mediante il moltiplicatore 

« -7 

Per le cofe dette al numero 4. 

I j JT+X 




—=z- J - d : 

K dx P 7 >- 4 — L) 7-f-X 


, dunque 


avremo quella equazione iy . Pyy -t- ojX H— X — 
„ — - — - — yydP — yd Q — d R 


d x 


= 0 


J j -h X 2= — 

e moltiplicando per d x, trafportando i termini > ed or- 
dinando per y farà 

Qjy y d x x Ry d x — Qjk i x 

-hjj dP — 2 P Xy dx -\~d R 

+ y d 

Per fare verificare quella equazione bifogna che tutti 
ì termini fieno eguali a Zero; onde avremo tre equa- 
zioni Qd x-t-dP = o ) 2 Rdx — 2 PX d x d Q=o y 

dP 

dR — QX d x . Dalla prima fi ricava Q ==■ — 5 ^ 

d R 

qual valore di nella terza dà X =2 — — J 

fuppoflo dx collante fi differenzi . 'LH farà 

d dP d x 

'£j=- - ; foftituiti i valori di ed X nella 

fecon- 
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2 PdP d x 


feconda equazione, avremo 2 Rdx-+- 

d JL — 0 ; dunque 2 R //P -f-2 VdR — — — , ed 
d x 


d x 2 


integrando farà R P = 


^ i' 


-f— C , ed R — 


a 1' 


+ 


4 £ d x* 


4 ./ X 2 

; ma abbiamo X = — ~4~p ì ^ un ^ ue ^* ar ^ ^ = -jr~p 

d P* dd P - - , 1 À P o 

4 l' L dx* . 2 l' dx l d x 

vremo i valori di R , X , f)_tutti dati per P ; P poi 
elfendo arbitraria potrà elfere qualunque funzione di 
x. Ecco adunque determinate le funzioni P , Q^ ì R> 
X , come li ricercavano . Se pongali P = x 2 " li tro- 

C d x n . n — 1 d x 

verà 1’ equazione dy-\-y y d x — -o\ 

che li rende integrabile col moltiplicatore 
. f — -, il cui integrale è x 

Cx^" + x^j — n-x*"-* V C 

.z= D , pollo q> 1’ angolo che à per tan- 


2 n — i . x 


1 " - 1 


gente 


x 2 “ 7 — «x 2 "-* 


— , e per feno tutto 1’ unità. 


yc 


Xl. Abbiali in animo di determinare le funzioni 
P j per x , y in maniera , che fia P Equazione 
Tdx-4.Qjiy — 0 integrabile mediante il moltiplica- 


tore 


P * 4 -Uj» 


; dovendo adunque elfere V Equazio- 


ne 
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ne — — integrabile , fatto O ~ V R farà inte- 

■Px-t-Q^y 

d x — j— R d y , , 

frabile ancora onde num. 4. dovrà cf- 

s x-\-hy 


fere — . d— 
dy x 

A R 


~-7-. d : > c P erciò 


-j- A y rfx x-(-Aj 


“*■ 




— R 


x d R ^ 

d x 


— ; ma è dR = Mdx~{- 

x Ry x + K y 

Kdy, ed in confeguenza — = M,e — -N; dun- 


que farà 


dx 

-7 N — R x M — R 


; e perciò — y N — 


x-i-Ry 

.v M, cd N = . Mi dunque effendo d R=z M d x 

y 

H-N dy hxk,dR=M d x—JL Mdy—My. HL*~ X £ 2 ; 

y yy 

e polla JL— z, farà d R — My . d z ; acciocché dun- 

y . ■ • 

que Mydz fia integrabile bifogna che A# y fia una 
funzione di z ; onde verrà R una funzione di &; ma 
la fomma degli efponenti delle variabili in z è egua- 
le a zero; dunque ancora in R detta fonino a farà = 0. 

Lao ìde effendo R — J?*- converrà che la fomma del* 

F 

le dimenzioni delle variabili in £^.ed in P fa la lìef- 
fa, cioè converrà .che R> e I2^1ìeno funzioni omoge- 
nee delle variabili x , y ; polle pertanto P e Q^_ fun- 

zio- 
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zioni omogenee di x , y la formola — - * H p a . 

P x -f- Q^y 

rà integrabile, come abbiamo dimoftrato ancora al nu- 
mero 9 . Con quello metodo diretto di trovare le E- 
quazioni, che fi rendano integrabili con un moltiplica- 
t re della data forma, fi poll'ono determinare innume- 
rabili equazioni differenziali integrabili ; ma ciò poco 
vantaggio reca alla foluzione del problema inveriò, in 
cui data P equazione cercali il moltiplicatore ; perché 
quantunque li avefle un catalogo di un numero pro- 
digioso di Equazioni integrabili; niente di meno que- 
lle farebbero un niente in paragone di quelle che non 
fi faprebbero nei cafi particolari ridurre all’ integra- 
zione . 


capo viri. 

Della. Co finizione delle Equazioni differenziali contenute 
fatto la forma di qualunque trinomio. 

I. T)Otendoli colle Curve chiamate Trattorie coftrui— 
X re tutti i trinomii differenziali ; cofa che cogli 
altri metodi non fi ottiene; quindi fembra opportuno 
dare qualche idea ai Giovani di quelle corruzioni . 

( Fig. 66. ) Sia una Curva qualunque AB, le cui coor- 
dinate KG—x , GE=y ; per la Curva A B faccia- 
fi feorrere PellremitàE di un filo EF,neI tempo che 
P altra ellremità F è collretta da un pefo a del'crive- 
re una Curva CD; quella Curva diceli ‘Z’i attoria ; e la 
Curva A B chiamafi bafe della ‘ trattoria . In quattro ma- 
niere il moto del filo £ F fi può fare; in primo luo- 
go 
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go fi può collocare il filo fra la curva A B,c la ret- 
ata KG, nella quale fuppofizione , le il moto facciali 
da A verfo B nafcerà la Trattoria C D tale , che ca- 
lata 1 ’ ordinata FBI, faranno le due coordinate K H, 
K F della Trattoria minori delle coordinate corrifpon- 
denti KG,GE della bafe , come fi vede nella figura 
66 ; fe poi nella fletta fuppofizione il moto facciali da 
B verfo A, nafcerà la Trattoria CD, la cui afcillà-. 
K H farà maggiore della corri fpondente af citta K G 
della bafe, e viceverfa T ordinata G E della bafe fa- 
rà maggiore dell’ ordinata H F della Trattoria , come 
fi vede nella figura 67. Se poi la bafe AB fia collo- 
cata fra la linea delie afcilie ed il filo , ed il moto 
facciafi da A in B ( Fig. 63 . ) fi delincerà la tratto- 
ria C D la cui afcitta K H è minore dell’ afcitta K G 
della bafe, 1’ ordinata poi FH è maggiore dell’ ordi- 
nata GE della bafe fteilà ; finalmente fe il moto fac- 
ciafi da B verfo A, avremo la trattoria CD ( Fig. 

6 9. ) le cui coordinate K H , K F fono maggiori del- 
le coordinate KG, GE della bafe. Fino ad ora ab- 
biamo luppotto il filo FE collante, fi può per altro 
fupponere variabile in maniera, che il punto F fi ri- 
trovi csntinuamcnte in una Curva Z Z riferita alla-» 
linea GE come linea delle afcitte, la quale fi muova 
con moto parallelo in maniera , che il punto E della 
retta GE fia fempre nella linea AB; nalccranno in_» 
tal cafo altre fpecie di Trattorie CD, che fono ap- 
punto quelle, che fervono per la cotti uzione delle no- 
lire equazioni . In tutte le Trattorie la retta FE c 
tangente; perchè due pofizioni di FE infinitamente-» 
vicine fi interfecano in un punto infinitamente vicino 
al punto F come li ricava dalla natura di quello moro: • 
il Signor Marchefc Poleni à immaginato un iihuraento 
per deferivere tali Curve . 
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II. Palliamo alla coftruzione dell’ Equazioni dif- 
ferenziali e 1 prede pel trinomio generale Oji <74- P d x 
z=:dy, in cui f ono differenziali di funzioni della 

ftcrt'à variabile ; Q^c P poi fono date in qualunque^ 
maniera per q . Pongo d P — R d q, farà R (unzione di 

fi e dq — ; il qual* valore foflitu'to nel trino- 

R 


B=- , farà 
K 


n 
* 

7T 

d x 


nuo farà -^=-, d P P d x dy ; fi faccia x — & + 

a 


d z -4- d e perciò P 4- 

Jtv 


K ’ 1 K K 

r.// B^ 4- P d z — dy , e fatta P dz — du, avremo 

• jK 

ÌL-. ^ P4- P . d u — dy ; onde integrando e 

K R 

trafportando i termini , farà —B>-=y — «.Si deferi- 
va la Curva A B , le cui coordinate K G—x ,G E—y ; 
vertice E linea delle afeiffe E G fi deferiva la Curva 
VZ j le cui coordinate E L, L F abbianola relazione 

efpreffa per B^L , prefa quella curva per dirct- 

R R 

K 

trice fi delinei la Trattoria come nella figura 66 per- 
chè tanto x quanto y fono maggiori di z> ) ed *; n 
tagli ora qualunque KG — x, e condotta la corrif- 
pondente G E —y , pel punto E fi tiri E F tangente 
la trattoria CD, dipoi tagliata MG — i> fi conduca 
M H parallela ad F £ , farà CN = P, trovata P col- 
le folite regole fi determina q , per cui P fi fupponc 
data; ecco dunque come data la x fi determina la cor- 
rifpondentc coordinata q , ed in fatti chiamata K H =*1 
lem. II. D d HE 
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H Fz=zu , dovendo effere i :CN-P : : F L : L E, ed eP- 
fendo FE tangente la Curva CD farà i : P ::dz,:dt^ 
c perciò farà E d x — d u ; dunque dovendo effcre 

• y — u h -pi e perciò, dj —du 4* P . ^ 4. 

T .d^L> farà dy — Pd a 4. dP . ^4- P. dB* ; 
abbiamo x~ x 4“ , e d x — d x — d - onde a* 

R R 

▼remo d j = P d x 4- d V . 5 ^, ed eflendo -UL = 

farà dy == P d * 4 - Qj/ ^ *. che è il trinomio propello 
da coftruire. Secondo i differenti fegni dai quali è af- 
fetto il trinomio conviene cangiare t fcgnl nella folti» 

tuzione x = *4-^per poter ottenere in feguitoL* 1 

X 

integrazione; dal che ne rrafce, chele x,j alle voi» 
te fono ambedue maggiori, alle volte minori , alle 
volte una maggiore t e I’ altra minore delle z. , cd«^ 
che devono elferc le coordinate della trattoria dade» 
icriverfi; per «iafcun cafo adunque fi. delinei la trat- 
toria conveniente , come fi rileva dal num. r. 

Ili* dilucidare la fopra efpofta Teoria fia 
coltrnire 1’ Equazione contenuta nella forinola Ricca» 
tiana dq — q q t dx^ r x H d x=z 0. Difpongo in primo 


luogo P equazione nella feguente maniera zqd c$ 

*1 


* 2 qdx — x* dx j pongo dipoi 

g 

Tq P rCBlCtt0 ** P c S°0 — ) 


x = s — j al Iter» 

iq 

perche altrimenti in— 


£ 
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feguito non fi porrebbe fare 1’ integrazione ; onde fa» 

rà d x — d z — d _L ;e foflituendo fi avrà — . zqi a 
2 ? 2 9 . . 

— q q d z -+- d 1— . q q— — x* d x ; pongali finalmen- 
iq 

te qq d % — dtt) avremo Z q dq-{-q q ih — ~ u 

Zq 2 9 . . 

= — x" d x i ed integrando, e trafportando i termini 

a x* 

farà — = . La bafe A B adunque della no- 

2 . » -4- i 

lira trattoria dovrà effe una Curva, le cui coordina- 

x " X 

te fieno x , , le coordinate della direttrice fo- 

» 1 

q y ^ 

no -1- , — , le quali moltiplicate infieme , comecché . 
Z Z q , 

danno un prodotto colante, perciò la direttrice in_» 
quello, cafo farà un’ Iperbola apolloniana ; colla pre- 
detta bafe , e con quella direttrice fi deferiva la trat- 
toria C D polla relativamente alla bafe come fi vede 
nella figura 6g. perchè tanto x , che y è minore di a 
ed u . Si prenda ora una qualunque K G — x , e fi con- 
duca GE,c per E fia £F tangente la C D in Fidi- 
poi fi prenda MG— i , e fi conduca M N parallela 
ad E F, farà GH — qq , onde q farà media propor- 
zionale fra MG e G N . 

IV. Oltre i metodi fin qui efpoftidi tentare l’ in- 
tegrazione , e la collruzione delle Equazioni differen- 
ziali ve ne fono altri ancora , i quali a mio credere 
fono privi di quella certezza , femplicità , e chiarez- 
za , che fi richiede per aver luogo in quelli Elemen- 
ti. Fra gli altri vi è il metodo di tentare l* integra- 
zione completa di una equazione differenziale ferven- 

Dd 2 doli 
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do fi degli integrali particolari.. E qui cade in accon- 
cio di dare qualche idea di quelli integrali particola- 
ri . L’ integrale particolare , ed incompleto di una E- 
quazione differenziale è una relazione tra le veriabili 
che foddisfa all’ equazione propofla ; ma che non con- 
tiene altra collante diverfa da quelle che fono nell* 
equazione differenziale; al contrario poi 1’ integra- 
le completo è una relazione fra le variabili , che fod- 
disfà all’ Equazione ; ma che inoltre contiene una co- 
ftante , che non è nell’ Equazione predetta . Sia per 
efempio 1’ Equazione differenziale a a d j-j-j y ti x — 
a a tl x -\-xy d x , a quefla Equazione foddisfa la rela- 
zione delle variabili x~y, perchè in tale fuppofizio- 
ne tutti i termini dell’ Equazione fi elidono ; dunque 
x—y farà 1’ integrale della propofta equazione; ma 
farà parziale , perchè non folarnente non contiene u- 
na nuova collante ; ma neppure contiene la collante 
dell’ equazione ; 1’ integrale completo fi ritrova 

~ X x ; 

„ a è 1U * — — 

f ela *dx-\-A in cui fe facciali la co- 


llante A infinita 


farà 


a a e 


rad 


infinita e perciò con- 


y — x 

verrà che fia y — che è appunto 1’ integrale par- 
ziale fopra ritrovato. Dalli integrali in completi delle 
equazioni differenziali fi è tentato il palfaggio ai com- 
pleti , ma fenza frutto; perchè non fi è potuto fu ciò 
fidare regola alcuna ; per il chedi quello metodo po- 
co conto fi tiene ; oltre a ciò gli ftefii integrali in- 
completi non fi fanno determinare fe non fe a cafo , 
e quali indovinando. Avvi di più un’ altra difficoltà 
rilevata dal Signor Eulero nelle fue Inllituzioni del 

Cal- 
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Calcolo integrale To. r. Sec. 2. Cap. 4, cioè che non., 
tutte le relazioni fra lax e laj,che lbddisfanno all’ 
Equazione differenziale fono integrali incompleti del- 
la fteffa equazione. Così 1’ equazione finita xx-\-yy 
— a a y foddisfà all’ Equazione differenziale 

Jv — — , benché non fia integrale^ 
y'xx -f-j y — a il 

ne completo , ne incompleto di detta Equazione^ ; 
imperciocché 1’ integrale completo è 
A -+-y=.y/ x x y y-r-* a, li quale in qualunque fup- 
polìzione della collante A mai fi riduce ad x x-f-J y—. a 
Lo Hello Signor Eulero à peraltro ingeniofamente fom- 
minildrato una regola, con cui polliamo aflicurarci quan- 
do un’ equazione finita, che foddisfà ad una equazio- 
ne differenziale -fia integrale particolare dello iì.'lfo 
differenziale . Sia dunque qualunque equazione diffe- 
renziale Pdxz=. Qjl y, a cui foddisfaccia 1 equazio- 
ne finita y— X, elfendo X qualunque funzione della 
x: pongali y— X-f-ss, £ è una quantità infinitamen- 
te picco a ; in P e fi collochi in vece di y il tuo 

valore X-t- x, nafcerà — = — 4- M z.”; le fi ritra- 

dx - 

vi n < 1 ; y— x non è integrale particolare dell’ e- 
quazione, lo farà poi in cafo contrari o . Sia per elem- 

pio 1’ equazione ady — a. d x — d x y ' yy — x x a cui 
foddisfà il valore y—x, voglio invefìigare fe quello 
fia un integrale particolare; pongo y — x-4- * ; e fi>P~ 
■ pongo z> infinitamente picciola , fatte le debite fo- 
fìituzioni , e tralafciati i termini che ivanilcono iru, 

F d y , 

confronto degli altri, farà — — — V ' > . 


■ X X 4- A 
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J 2 X z -4- , J \/ 2 y 

- — — — — — • — i-f-z- -, e comecché 1 ef- 

it & 

ponente di z, è minore dell’ unità, conchiudo, che yz=x 
non è in alcun modo integrale della propofta equa- 
zione. Se poi fi abbia 1’ Equazione aady — a ad* 

— dx.yj — xx, a cui foddisfà y =. x , fé facciali al 

Rdyyy — x-i A- a et 

fai ito y = x 4- * 3 troveremo — 

dx a il 

t=. 4- i ; e comecché 1’ efponente di z non è 

a a 

minore dell’ unità, perciò concludo, che (ia j = xun 
integrale incompleto dell’ equazion propofta. 

V. Anno divifato ancora gli Analifti di ritrovare 
per approftiraazione gli integrali delle Equazioni dif- 
ferenziali per- mezzo delle ferie . Il Signor Neuton nel 
fuo Metodo delle fluffioni , e delle ferie infinite pnn 
muove quella Teorìa. Sia per efempio da integrarli 1* 
Equazione differenziale dy-\~y dx=.gx m dx . Si fac- 
cia y z=zax n -{-b x”+~ l -±-c x" + 2 &c. lòftituito in ve- 
ce di y e d y il valore fuppofto dato per x , avremo 

tia x** 1 — f— m — f - 1 r-i-^.x"-'- 1 ... — gx m = o, facciali 
ora « =: m + i , onde fia « — i — m facciali inoltre 

no . — £ = o, farà a — —— — ~ — , e fuppofti tutti 

il , m -\- 1 

gli altri termini eguali al zero fi ritroveranno facil- 
mente i valori di 6,r, &c. Ma quelle ferie come av- 
vertile ottimamente il Signor Eulero fono per lo più 
integrali parziali, c quello che c peggio fpeffo fono 
divergenti; per la qual cofa egli loftituifee un altro 
metodo di approlfimarfi ai veri integrali , il quale ol- 
tre 1’ cflfcre iaboriofilfirao non c per altro lpogliato 

. del- 
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delle fue gravi difficoltà . 

VL II Signor Fonten , ed il Signor Conderfet fi 
fono accinti a rifolvere in tutta la fua ampiezza il 
Problema : Data qualunque equazione differenziale , 
ritrovare 1’ integrale completo. Il primo propone due 
metodi ; infegna in primo luogo integrare le equazio- 
ni omogenee col mezzo del fuo famofo Teorema di 
cui abbiamo parlato nel Capo precedente ; e poi fi in- 
duflria di ridurre tutte 1’ equazioni all’ omogeneità 
nel che incontra fecondo me difficoltà informontabi- 
li . Il fecondo metodo del Signor Fonten confitte nell* 
efame delle relazioni , che devono paflare fra il dif- 
ferenziale, ed il fuo integrale, quindi data una equa- 
zione differenziale fi induftria di determinare la forma, 
che dee avere il fuo integrale ► Il metodo del Signor 
Conderfet è fimilmente fondato nell’ efame delle re- 
lazioni fra 1* integrale ed il differeiziale ; ma quelle 
ricerche fono eftremamente fublimi , efigono calcoli e- 
llraordinariamente proliffi , e richiedono lunghi com- 
mentarti per dilucidare tutte le tenebre, che fi incon- 
trano ogni momento, e per dimoftrare efattamente mol- 
te colè che fono fuppofte . Dunque per ora fa d^uopo 
contentarli dei metodi particolari ; ed afpettare che_^ 
la fagacità degli Analifti riduca i metodi generali 
tal chiarezza e fcmplicirà , che fieno a portata anco- 
ra di chi non vuole profondamente internaxf» negli fpi- 
naj del Calcolo integrale , 


CA- 
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Delle Equazioni differenziali , in cui le differenze font 
innalzate a pctejìà . 

I, T7lno ad ora abbiamo fupporto nelle Equazioni 
1/ differenziali, che le fluilioni d x , c d y fieno 
Tempre alla prima dimenfione ; fpefle voice però acca- 
de che elle fieno ad alcre dimenlioni, il qual calo ci 
fiamo proporti di confiderare nel prefente Capitolo * 
Prima d’ ogni altra cofa riflettere conviene , che in 
tutti i membri delle Equazioni diiferenziali , la Com- 
ma degli efponenti dei differenziali deve elfere Iaftef- 
fa , altrimenti non farebbero tutti i membri delle e- 
quazioni dello rteflb ordine dei differenziali , e perciò 
alcuni fvanirebbero in confronto degli altri. Ciò po- 
rto incomincieremo dalle equazioni , in cui mancano 
ambedue le variabili . In tal cafo fatta r/j ^-me- 
diante la foflituzione , e divifione per la conveniente 
poterti di d x , fi otterrà una equazione data per p ; fi 
rifolva quella equazione, e fieno le fue radici ;z:X, 
P = 7T , p = fj i &c. farà d y d x ì d y =z 7T d x , 

dy ~jxdx &c: ; onde y — Xx+i, y — ir x B t 
y—jXx-\-C &c. le quali equazioni congiunte daran- 

no 1’ integ rale completo y — X x — A .y — tt x — B 

y — fx x — C &c. = o . Se poi nell’ Equazione diffe- 
renziale manchi folo una variabile . per cagione di efem- 
pio la x ; fi faccia d x — p dy ; foftituendo queflo va- 
lore in luogo di dxf e dividendo per la pot. Ita con- 
veniente di d y , rimarrà una equazione fra y e /^on- 
de farà data p per y , ed y per p ; ma abbiamo x = 
fpdy; dunque fi potrà determinare x o per ovve- 
ro per y come più piacerà f dunque la relazione fra_, 

le 
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le variabili x , y o farà data immediatamente, ovve- 
ro mediante la variabile p. Dilucidiamo ciò coll’ e- 

fempio che fegue : Sia a.dx ** — dy* — y d x l d y 1 ., do- 
*Ve manca la x; pongali dx — pdy, foftituendo farà 

a . p* — i. dy* =y pp . dy* , e dividendo per dy* fa- 
rà a . p* — i = y p p , e perciò y =.a. 


PP 


d y — a .2p d p -4- ~jp> ma abbiamo dx^pdy; dun- 


que farà x=2 afp p d p 




' — -1- Az=.% a . — L 

P 2 . Z P 

onde effondo data tanto x , che y per p , farà nota_. 
la relazione fra x, ed 

II. Alle volte riefce malagevole il determinare» 
non folo la p per la variabile elicente nell’ equazio- 
ne ; ma ancora la variabile per la p ; in tal calo fa- 
rà utile la foflituzione , che adopriamo nel feguente_y 
efempio . Nell’ Equazione x3 d x* 4 - d >3 = a x d x l d y 
porta pdx invece di dy fi ottiene x3 4 />3 — axp, in 
cui incontrali la ftelfa difficoltà per determinare tan- 
to la x per p , quanto p per x . Pongo p — u x , e» 

foftituendo ritrovo x 4 - «3 x = a u ; ed x — au . 

i -f-*3 

_ „ _ a u u j a d u . i 2 h } 
e P — - — : — : > e d x — _ • e perciò avrc,* 


i 4 - «3 


no y—fpdx^zaaj 


I -|- «3 


v u d u . i — 2 «3 




Ve IH, 11 , 
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2 lfi — I I I . . 4. I— I . 

iaa* -H a a . A -a a r f A. 


1 -+- n } 


— 3 
6 . 1 — l— w 


■ i+« J 

Eiìendo dunque data la. relazione tanto della x, che 
della y per u , farà nota la relazione fra x ed y . 

III. Odiando poi nella Equazione differenzialo, 
dove le fluliioni Tòno elevate a potefià , vi fieno am- 
bedue le variabili , allora fi sa maneggiare detta equa- 
zione nel cafo , che in tutti i termini della Equazio- 
ne la fomma degli efponenti delle variabili fia la ftef- 
fa , cioè nel cafo che 1’ Equazione fia omogenea ; ed 
in alcuni cafi , in cui una delie due variabili non ol- 
trepalli la prima dimenfione . Nel primo cafo pollo 
d y =z p dx e fatta la fofiituzione nella Equazione , e 
dividendo per la conveniente potefià di d x nafeerà 
una equazione fra x, y , e p ; pongali ora y=nx,e 
follituendo e dividendo per la convfniente potefià del- 
la x, rilulterà una equazione fra p ed u , per cui fi 
potrà determinare « per p , e p per « come più pia- 
cerà. Comecché poi abbiamo 7 =r«x,farà dy—udx 

x d u - f onde farà p d x — d y — udx-\-xdii) o 

. > i . d x d u . „ dii 

p d x — u d x = x d u ; onde -, — = , e / x ~ ,, 

x p — u ' p — « 

-1 -A; fi avrà pertanto x data per u ovvero per p , 
come tornerà più comodo ; giacché una di quelle è 
d.tra per 1’ altra, come fi è qui fopra oflervato . El- 
fendo poi y zz u x \ fi potrà facilmente determinare y 
per », ovvero per p come è chiaro; dunque ambe- 
due le variabili x ed y fi potranno determinare per 
«, ovvero per p, ed in conleguenza farà nota la lo- 
ro relazione . 

IV. Sia 1’ Equazione ydx — x d y— u x y/d x^ity 1 
di cui fi voglia 1’ integrale completo . Facciali dy 

fd x, 
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p j * e foftituendo fi avrà 7 — p x — nx y/ 1 + P P > 
e fatta 7=KX,edi nuovo foftituendo fi otterrà» — p 
— » J 1 -+- p p • Si differenza « x , onde fia xd u- f-« d x 

.. d x d n , d 11 

= iy=fdx,C perciò- = — > ' Ix -fjzrr, 

.-lA = lA—lT~t+f—— , e foftituendo per 

' p U 

p—u il fuo valore fopra .ritrovato , avremo Ix — IA 

-- / » y/T+Jp—f r=— , e comecché L-- 

n y /l+f P V 1 ~d-p P 

è eguale a f — X^= = + * 

• v'i-H’P >/ t+PP + P Vi-hPP 


p ^ ! _j_ p p ; quindi farà l x —l A — / « \/ i + P P 

- / p ~h y/ i~+p P 3 ed x = • . 

« » . / 1 -h p p 


p-dV^PP ~ 


H. y/l-hpp 


• VH-PP— P j.farà poi jf, 


che per la equazione è eguale ad x.p-j-n^pp-ì-i, 
farà dico eguale ad 


A. p-b*y/pp-\-i-V PP + 1 — P ; onde tant0 y 

« -y/ pp-f- 1 , . 

che x è data per p } e perciò farà nota la relazione 

fra le predette variabili . 

V. Veniamo adelfo ai cafi , in cui fi tanno ma- 
neggiare le nofire equazioni } quando vi fieno ambe- 
due le variabili foltanto alla prima dimenlìonc ; mi-. 


£ e 2 


non 
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non in tutti i termini.il primo cafo è contenuto nel- 

d v 

la fedente formola y = p x -}- M, in cui è p=z Af 
° ■ d x 


poi è una funzione data per la fola variabile p ; dif- 
ferenziando la noftra formola farà d y =p d x-\~xdp 
► 4 - d M ; e perchè abbiamo dy p d x , farà xdp ~ {- 
dM—o , e polla dM— Kdp , in cui N è una fun- 
zione della loia p , farà x d p-+- K d p—o ; onde d p—o, 
eifx-f-.N — o; integrando la prima di quelle due e- 
quazioni farà p — A ; polla A in vece di p nell’ E- 
quazione propolla 7 r: f x + M , li avrà la relazione 
fra y ed x . Dalla feconda equazione lì ricava x = — N, 
ed in confeguenza 7 = — Kp-\~Mp dunque tanto x, 
che y fono date per />, e perciò avremo nota la rela- 
zione fra y ed x , fenza aver bilogno di integrare . 
Il fecondo cafo è contenuto nella formola y=.H x-+-Af, 
in cui M ed N fono funzioni della fola p. Differen- 
ziata 1’ equazione farà dy — Ndx-\-xdN*-\-d.M; 
mà è p d x — d y j dunque p d x=N d x-f-x d H-^-d 

... x d H d M . . . 

e perciò dx = , nel qual trinomio (1 

p — N p — H 

fanno feparare 1* indeterminate pel Capo 6. n. 6. on- 
de li avrà x data per p ; c la y ancora, eflendojr= 
fp d x ; farà per tanto nota la relazione fra y ed x. 
Il terzo cafo è efprelfo per 1’ equazione y — M , iiu. 
cui M e una funzione omogenea di fecondo grado 
delle due variabili x,p. Differenziando avremo dy — 
Ndx-\-Rdp) e perciò p dxezzHdx-+-Mdp equa- 
zione omogenea di p ed x in cui perciò li fanno fe- 
parare le indeterminate pel Capo 6. 

VI. Si dilucidi la Teoria col feguente efempio . 
Sia propolla da integrarli 1’ Equazione differenziale., 

y d x — x dy A ^ d x l *-f* d ; fatta dy—pdxfi ot- 

tie- 
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tiene y — p x = a ^ i p , c differenziando farà rfjf 

, . ' a r d p .. , a p d p 

— p dx — x d p — — — — ■ , cioè — x d p — - ■■■- — ; 

ì/i-hpp ■ -Vi-HP 

onde fi avrà dp — t ì e — >x = — * ^ ; integro laJ 

„ V l ~+~p p . •' 

prima di quelle due equazioni ed ò p — A , pongo A 
in vece di p nell’ equazione y — p x ■=. a 1 ^~p p , 

ed ò la equazione y — A x— a yj i-+- A A, che ef- 
prime la relazione fra y ed x . Dalla equazione poi 

x — — ricavo y H — — — — g Ji 4- p p col lo- 

y/i+PP . . V^PP 

ftituire il valore di x nell’ equazione y—p x=zay/i-i-pp; 

onde j = a , cà y y — — — — ; ma abbiamo 

V l ~+~PP * +P P 

a a p p , 

xx— — — — , dunque yy 4 - xx = aa , equazione^» 

che efprime la relazione fra j.ed x. Quello cafo ve- 
ramente è forprendente ; imperciocché col folo d tfe- 
renziare 1’ equazione ditferenziale propofta fi giunge a 
feoprire la relazione fra x ed y . 

VII. Una limile particolarità fa nafeere il fofpet- 
to , che i’ equazione yy 4- x x ~a a , nata col diffe- 
renziare 1* equazione propolla , e che lenza dubbio le 
foddista , perchè poftovi in vece di y il Clio valore 

yj a a — .xx abbiamo o=ro,lia contenuta nel comple- 
to integrale, che ricerchiamo. Per aflìcurarci ai ciò 
tentiamo di ritrovare P integrazione della equazione 

propofla y dx — x d y a y/d x 1 4- d y* coi foliti me- 
todi . Confiderando dy come incognita farà facile ri- 

ca- 
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adx x/xx-t -yy — aa — xydx 
cavare dy — x x 


. Ponga- 


ci ora y — *y/ a a — x x , farà y/ x x^-yy — aa = 

*/ X X H »* "t - a U Z Z X X Z Z — u—x X . Z Z 1 ) 

V XZ d X r ■■ 

e dy-dz y/aa—xx ===== » e foftì tinti que- 


y/ a a — x x 


{[[ valori nell’ equazion propolla , farà dz y/aa—xx 

X Z d X 


y/a a — xx 

a d xl/óa—xx . z z—l — xzdxy/aa—x x 


onde 


d z 


a a — xx 

a ^ x , Si moltiplichi j e fi divida il 


a a — x x 


y/ z z — i 

primo membro di quella equazione per z~\ry/zz — x. 

farà eflo ( — — 1-^ z*\ • ( y/ z z — i + z ) > e 

v * * — i — 

perciò il fuo integrale faià / A ( y/ zz— i -4- z )} ^ 
è la collante che li dee aggiungere nell’ integrazione. 

_ a d x 

Quello integrale dee cnere eguale a /■ 


a a — x x 

rt+x 


/ _ _ A • dunque farà Az-±~Ay/ z z — i — 

« a — ~ 


a — x 


a — x 


cioè 


Ay 


a a — x x 


A x/ y y -+- x x — a a__ a ~{-x ^ 

-, h — — r i 


a a — x x 


a a — xx 

A v 
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«3 

— . - - i .. * 

Ay — a — + — 4 4 ; ovvero — % z A. 

- — * 

il -4-x . J — -v x-— 4 & • A A — ( a -j- x )* 5 cioè y “ 

a — * „ a H-.v . ..... 

— — . A -q — — — j equazione finita di primo grado, 

che per le cofe dette nel Capitolo 7. dee effere l’in- 
tegrale completo della propofta equazione differenzia- 
le . In quello integrale come ognun vede non vi è in- 
dù la T equazione x x rhyy = a a , perchè quella mai 
potralfi ottenere qualunque valore diali alla collante 
A y dunque tale equazione non fi dovrà avere come 
vero integrale della propolla equazione differenziale . 
Ma è egli cola indubitata che il vero integrale d’ u- 
na equazione differenxiale fia quella equazione, che 
differenziata reftituifee 1’ equazione differenziale-» 
predetta ? Quella idea trattandoli di equazioni , in 
cui vi fieno differenziali elevati a poterti non fem- 
bta abbracciabile; perchè col differenziare una equa- 
zione finita mai fi può giungere ad una equazione-» 
differenziale , che abbia le differenze elevate a pote- 
rti ; fembra a quello calo più adattabile 1’ altra-, 
idea , cioè che 1’ integrale di una equazione dif- 
ferenziale fia qualunque valore di x dato perjy, ov- 
vero di y dato p>er x in maniera , che faccia {vani- 
re tutti i termini dell’ Equazione differenziale ; fe- 
condo quella idea l’equazione x x-\-y y — a a dovreb- 
be adottarli come vero integrale della proporta equa- 
zione differenziale . La Geometria, a cui l’analifi non 
lafcia di ricorrere con vantaggio nei cali più invilup- 
pati , conferma quanto qui fopra abbiamo detto. Vo- 
gliafi per efempio una Curva tale , che la perpendi- 
colare tirata da un dato punto fopra qualunque tan- 
gente fia collante, cioè eguale ad et. Sia il dato pun- 
to C , ( Fi£. 70. ) fi chiami C M =: x , M K = y , fa- 
rà 
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_ ... y d x „ . xdy^ydx 

rà la fottangente M A — ,eCA = — '—-± — , 

<iy 

C la tangente AH = — — , kds=.^ d x l -| ~dy- t ma 

d y « 

è AH: KM : : C A : C P perpendicolare tirata da C 
fopra la tangente AH P ; dunque analiticamente — 

ydr xdy — ydx ydx — xdy 

; y : : : * 

dy dy d t 


— CPz=za, e 


perciò farà ydx — xdy •=. a ^ d x x d y l , che è ap- 
punto la equazione differenziale propofta . Ora è co- 
la nota che il circolo del raggio eguale ad<*,eda cui 
conviene 1’ equazione xx-\-yy =z a a fìa dotato del- 
la proprietà predetta; dunque chi efcludefle q,uerta_* 
equazione dall’ integrale dell’ equazione ditfeienziale 

ydx — x d y = a y d x* -i- dy* non avrebbe data la-* 
generale rifoluzione del Problema . Querta materia-, 
menta a mio credere d’elìere porta in migliore lume 
dalli Anaiirti.. 


FIHE DEL LIBRO SECOKDO , 


LI- 
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LIBRO TERZO 

Del Calcolo , e del ufo dei differenziali 

di qualunque ordine . 

• » 

CAPO PRIMO 

* ‘ 

Della maniera di ritrovare le differenze , e i differenziali 
di qualunque ordine delle formule , che fono fun- 
zioni di qualunque numero di 
, variabili , 

• ** • • 

C 

I. cofa fieno i differenziali di ordine diver- 

rò fi è già efpofto nel Capitolo primo del Libro pri- 
mo; a quelli differenziali prefentemente fi cftendono 
quei principi , che abbiamo fin ora adoperato per il 
calcolo dei differenziali del primo ordine . Sia $r=x y x, 
foftituifcafi x' in <p in vece di x , ed in ciò che na- 
fte y in vece di y , ed in ciò che nafte z' in vece_> 
di z , onde divenga (pz=x'y'z’; lo fteffo fi ottiene^ 
fe foftituifcafi prima y in vece di y , ed in ciò che 
nafte x' in vece di x, ed in ciò che nafte *' in ve- 
ce di z ; ovvero fe fi incominci da z' , ed indi fi pro- 
feguifea colle altre foftituzioni co» quel ordine che_> 
fi vuole ; oppure fe contemporaneamente fi efegui- 
fcano le predette foftituzioni ; in tutti quelli cafi tem- 
pre fi giunge alla fteffa quantità, cioè x'y'z'; adun- 
que fe fia <p una qualunque funzione di x,j,x» fe^ 
porrò in Cp x' in vece di x;j’ in vece di yjz' in ve- 
lo»». IL F f co 
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ce di % ; onde $ divenga cp' ; farà cp' Tempre la ftef- 
fa identica quantità qualunque ordine fi tenga in efe- 
guire le predette foiìituzioni . Prima di profeguire con- 
viene avvertire, che per d x fi intende la quantità per cui 
varia la x , per $y la quantità per cui la y varia , per 
d'oc la quantità per cui varia la cp , comunque fieno 
quelle variazioni o finite, o infinitefime ; quando poi 
fi vorrà fpecialmcnte parlare delle infinitefime; allora 
i d fi convertiranno in d. Per d x | cp 'intendo cioc- 
ché diventa cp ponendovi in vece di x, la dx,e co- 
sì per d/v | <p intendo ciocché diviene (p ponendovi la 
dj in vece di y; per dxd? | cp intendo ciocché divie- 
ne Cp ponendovi in vece di y la o'y , ed in vece di 
x la o x , e così delle altre . 

II. Sia in fecondo luogo una ferie qualunque di 
termini qp , cp', cp" , cp'" &c. ; fi ponga <p' — <p = dcp, 
<p' ' — <p‘ = d <p' , cp'" — cp" = d <p" &c. ; fimilmente fi 
ponga d (p‘ — dtp = d*® , dtp" - d<p' = d l cp' &c.,ed 
inoltre ancora pongali d 2 Cp’ — d 2 Cp = d*Cp, e così di 
feguito ;lolìituendo 1 valori convenienti fi ritrova dtp 

= tp' — tp ; «d* tp = d tp>* -r— d Cp = Cp>" — 2 Cp' <p ; d 2 Cp’ 
=1 d Cp" — d Cp’~ od"‘ — 2 Cp" -+- <p' ; d* Cp = d 1 Cp' - d 2 Cp 
= cp"‘— }cp" 4-3 cp' — <p, J3<p* = <p""— 3<p^' -Hjtp" 
— cp' ; d« <D = di cp' — d* cp = cp "" — 4 <p"' H- 6(p" 
• — 4 1?' ~hp ; e generalmente d* cp =; q ? 1 * — n (p*~ l -4- 



». n—ri . n — 2 

___ 2 • i 




n.n — I . » — 2 . « — ? 

- <p*-> &c. fino che fi arriva a 

2.3.4 

<p fenza apice alcuno; ( i numeri che fembrano efpo- 
neiui non fono veramente tali, ma difegnano foltan- 
to gli apici , che dilìinguono una quantità dall’ altra.) 
Da ciò l» raccoglie , che per avere le differenze pri- 


me 
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me vi vogliono dire termini della ferie , tre per lo 
feconde , quattro per le terze , e così via decorren- 
do . 

III. Supponiamo era che fia <p una funzione di 
.Vj y , z intiera ; e razionale f ed in cui quelle varia- 
bili fieno alla prima dimenfione, cioè fia (p — Axyz 
B x y H- Cxs-f-Djya-f-fx F y -4- G z -f- K 

— o, in cui A ) B, C &c. fono collanti, che pofi- 
fono elfere ancora zero ; e vogliali fapere in che fi 
cangia q>, fc in effa fi ponga x -|- d x in vece di x; 
egli è cofa evidente che la nuova <p , che chiamo 
( ) , farà eguale a <p d x J <p ; cioè farà eguale a <p 

più a ciocché diviene tp fe in vece di x fi ponga_* 

Jx; fe ora in (<p) porrò in vece di 7 , y cy on- 

de (<p) divenga (a>)\ farà (<p)'=tp-|-dx| t4-dx djy | tp 
+ dj|(p; perchè follituendo prima la y non fi can- 
gia la (<p) , che è eguale <p-f-d*| <p ; follituendo in 
(tp) la dj, <p diviene dy | tp, e d x | tp diviene d x 0 y [ tp; 
finalmente fe in (<p)’ porrò in vece di z , z-\~ dz>, 
onde (<p)' divenga (tp)" , farà 

(tp)" == <p-4-d x | <p -f- d,y d x | <p-|-dxdjdx|tp 
-f- djf | tp -+-d z dx (p 
d z I (p d z dji (p 

Efaminando quefto valore di (<p)" è facile il compren- * 
dere, che il primo termine è to , che il fecondo è cioc- 
ché diviene tp fe volta per volta fi ponga in tp la dx", 

dj, d z. in vece di x, jr, x; che il terzo è la me- 
tà di ciocché diviene il fecondo fe vi fi ponga volta 

per volta dx , $ y , d z in vece di x , y , z ; che-» 

il quarto è la terza parte di ciocché diviene il terzo 
fe volta peT volta vi fi ponga d x , $y , d z in ve- 
ce di x, j , %. Collo Hello metodo fi prova, che fe 
fia tp una funzione intiera , e razionale dix, y,js,«, 

C che fc in ella fi ponga x-fr-dx , j - 4 -dj , a- 4 -d* # 

F f z #-f-d* 


Digitized by Google 


«z8 LIBRO III. 

w-h<Tw in vece di k,j, 5&, «; onde $ divenga (d>) lrt , 
fia (q>)'" eguale a # , più a ciocché diviene Cp fe vol- 
ta per volta vi fi ponga ó'x, ày, àz, d 'u in vece-/ 
di x , y , * , w che chiamo 7r , più alla metà di cioc- 
ché diviene -n per una limile foftituzione , che chia- 
mo [X , più alla terra parte di ciocché diviene fx per 
una limile foftituzione , che chiamo X, più alla quar- 
ta parte di ciocché diviene X per una limile foftitu- 
zione. Onde è facile capire come fi debba procedere 
fe le variabili in Cp fodero cinque, fei &c. , polla Tem- 
pre funzione razionale ed intiera delle predette va- 
riabili ciafcuna alla prima dimenfione . Si offervi di 
palleggio che fe in co fi alteri una variabile i termini 
di ( ’<0 ) fono due; fe fi alterino due variabili i termi- 
ni di (3p)' fono tre ( intendendo per termine la fiam- 
ma di quelli che fono aifetti dallo ftelfo numero di 
differenze) ; fe fi cangino tre variabili i termini di ((p)'' 
fono quattro ; fono poi cinque fe fi alterino quattro 
variabili, cioè fono lempre uno di più del numero 
delle variabili , purché in Cp vi fia il prodotto di tut- 
te le variabili; altrimenti il numero dei termini cor- 
iilponderà al numero maftimo delle variabili, che lo- 
no moltiplicate fra loro accrefciuto della unità . 

IV. Se q> contenga potcftà delle variabili pofiti- 
Ve > negative, intiere y e fratte, ed anche fe conten- 
ga quantità trafeendenti delle variabili come / x , P ar- 
ca del feno x &c., fi pongano tali quantità eguali ad 
altrettante variabili, onde fia (p funzione come fi ri- 
chiede nel numero precedente, ed avremo in riguar- 
do a Cp ancora in quello cafo le fiede verità. Sia per 
efempio Cp — x 1 / x ; li ponga x* > / x — z. , farà 
cpz=.yz, ò , 7 = d'(x i j, ò'z, = <J7x; fi metta in cp, 
— j— (J 1 y , ì + ijs in vece di y , z. , onde divenga 
V — > A-d-jd* a-f-x. -+- ò'jd'i, e foftituendo i va- 

Invi 
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lori di y , ft > £jr » £ » farà q>‘ = x* / x 4- £ ( x*) / x 
— J— < 5 ' f x . x 1 4- o 1 ( x l ) d / x. 

V. Le cole fin qui dette anno luogo qualunque^» 
fieno le differenze delle variabili finite o infinitelime, 
che in tal jcafo foglionfi denominare differenziali . O- 
xa è chiaro che fe fiaq> una funzione intiera , e raziona- 
le di qualunque numero di variabili ed alla prima di- 
menfione in tutti i termini dove fi ritrovano, è chia- 
ro dico che il porre in <b volta per volta dx^y^dz 
&c. ed indi prendere la fomma di ciocché nalce s fia_. 
lo ftcffo che differenziare la qj fupponend® variare la 
fola x, poi la fola y , indi la fola as &c., la qual fom- 
ma è =rf<pperle cofe dette al num. 2. Gap. 7. Lib. 
2.. Si ponga in <p la x~\-d x , j-Wj, z> 4- d z &c. in_. 
vece di x , y , x &c. e fi ordini ciocché nafcein ma- 
niera che il primo termine non contenga differenzia- 
li , che il fecondo contenga i differenziali alla prima 
dimenfione, che il terzo contenga gli ambi dei diffe- 
renziali, il quarto i terni &c. , e fi chiami q>' il q> 
così cangiato; quello <p’ farà ciocché nafce operando 
come fi è fatto nel num. 3. , in vigore di ciocché fi 
è detto al num. 1 ; onde per le cofe dette al nume- 
ro terzo , e fui principio di quello numero fe le dif- 

d? - & 

ferenze fieno infinitelime farà qf = a> 4- d ® 4 h 

d* $ d* $ 2 

1 — &c., fupponendo collanti i differenziali; 

* * $ ** 3*4 ~ 

e comecché la fola diverfità che palfa fra 4>‘ in fup- 
pofizione dei differenziali da q>‘ in fuppofizione di dit- 
ferenze comille in indicare per 3 ciocché li è indica- 
to per d ; dunque efcguite attualmente le fopracccn- 
nate differenziazioni fupponendo collanti i differenzia- 
li , e di poi cangiati i d in <? fi avrà q?' in fuppolì- 
zione, che fi fia pollo in (p la x 4- d x.y 4- $y, z> 
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&c. in vece di x, j , * &c. 

VI. Ritornando alla ferie <p , &c. fia q> 

una funzione di qualunque numero di variabili, e ©' 
fi a ciocché diviene <p ponendovi x-f-d'x, y-\~ 6 'y , 
z,-+-<Tz. &c. in luogo di x,j,z&c. , e <jp" fia cioc- 
ché diviene <p‘ ponendovi fimilmente in vece di x,j, 
z, &c. x + ^x, $ y , z.-f-d' z &c. e così in fe- 

guito fia ©"'ciocché diviene cp" per una fimile foftitu- 

• ti 1 © 

zione^ pel num, 5. avremo <p' = <p -f- d cp H h 

•,*>.% . - . *- 

— |- — f- &c. ; fimilmente farà $"=$'4- d <p'-f> 

X.% 2.g. 4 

^ ^ — J — &c. e così degli altri , giacché pel nu* 

2 ; 1 . 1 

mero primo Io {ìeffo rifiatato fi ottiene ponendo inty 
le variabili colle loro variazioni, ovvero operare co* 
me fi è fatto nel numero 3 ; dunque farà <r<p=q>'— 




d* cp di (p d* <p 


&c. e S'cp' = <p" — q>’ 


2 -3 2 * 3-4 

= <,((,>+ £2! &c. e = (p>" — q>“ = 

•j»®" * 2,} 

H &c. e così di feguito ; ecco adunque afTegna- 

2 . 

ta la maniera di determinare le prime differenze del- 
la ferie propofta . Comecché poi abbiamo à'Cp—àCp' 
- <ìqp pel num. 2; dunque farà S* Cp=d ( q>’ — <p ) ■+• 

* 2 . 2 ’ 

d l (■©"_&") dH ©" — ©’) . „ , 

H : zJ. &c. Per le terzo 

2 2.3 

differenze abbiamo d 3 <p=<T 2 9' — <p=W(<p" — 2<p'~Hp) 
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4- ■ -H -&c. ; onde 

. 2 2 • ì 

è chiaro il progreflò per le altre differenze di $ . An- 
zi confrontando quelle efpreflioni delle* differenze colle 
efpreffioni del numero.?, fi ritrova che ^ è la font- 
ina dei differenziali che nafeono differenziando (p tan- 
te volte, quante è neceflario, acciocché non vi fia_* 
più luogo alla differenziazione delle variabili, ( imper- 
ciocché i differenziali fi devono fupporre fempre co- 
llanti ); con quella avvertenza che prima di far Ia_» 
fomma dei differenziali , il fecondo differenziale fi dee 
dividere per 2 , il terzo per 2 . 3 , il quarto per 2.3.4 
&c. ed i d fi devono convertire in <T. Si ritrova in_. 
fecondo luogo che nafte facendo una fìntile o- 
perazione lopra ; che <£ } <p nafte operando nella 
fteffa manieri intorno <T 2 (p, e così di feguito ; onde 
generalmente parlando farà <p z=. d . ($ n <p) - 4 - 

+ a r r i- 

1 &c ; fi avverta fempre di can- 

2 2 . 1 r 

giare i d in $ , dopo che faranno efeguite le differen- 
ziazioni . 

VII. DaHe cofe dette verfo il fine del numero 
terzo fi rileva, che in «J 1 ip ordinando i termini in ma- 
niera, che nel primo fi contengano le differenze alla 
prima dimenlione, nei fecondo gli ambi delle diffe- 
renze , nel terzo i terni delle differenze, e così di 
feguito faranno in £ qj tanti termini quanto è il nu- 
mero che efprime la maflima dimenfionc , a cui a- 
ficcnde U prodotto delle variabili in Cp ; c comecché 
nell’ ultimo termine di frep non 'vi fono variabili eC- 
feodo un prodotto di fole differenze; dunque trattandoli 

di J’ 2 qp = W(d‘^p^_j_ - . ^ ^ \ & c , ( differenziando 

2 

al 
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al (olito , in fuppofizione dei differenziali collanti , e 
cangiando in feguito i d in <F ) avremo in </( un 

termine di meno che in 3*$; in — ^-^avremo due 

2 

termini di meno; tre in d } - &c. , e perciò il 


(Jo) 

*•3 

(*<P) 


non afcenderà 


, ed in quello 


2 . 3. 

prodotto delle differenze in d * 
a maggior dimenfione, che in d l 

&0 V . • 

V* * 

non afcenderà a maggiore dimenfione , che in d($Cp); 
onde in à l Cp il numero dei termini è minore dell’ u- 
nità del numero dei termini iq à(p; e così fi prova 
che in <T J ® il numero dei termini è minore dell’ u- 
nità di quello che è in di due di quello, che 

è in d'qp, e così in feguito; e perciò fe il numero 
dei termini in 6 ep fia « , cioè fe la maflima dimen- 
fione del prodotto delle variabili in fia # , farà iiu. 
d 1 " +I <p il numero dei termini =« — «=ao, cioè fa- 
rà q? = 0; onde il differenziale più alto farà d"(p. 

VI IL Quelle confeguenze anno luogo fe le differenze 
d'x, tN , d'z &c. fono collanti , vale a dire fc fieno 
le flette paffando da <p a <p’ , da qo' a q>" &c. Suppo- 
niamo ora, che non fieno tali, avremo già al folit» 
d 1 (b 

$cp-±z d Cp -{ &c. cangiando dopo la differenzia- 

zione i d in <T , nè qui fi avevano altre variabili ol- 
tre le folite x, y , & &c. Avremo ancora generalmen- 
te dto 1 zzdto' &c. , ma qui abbiamo in 

2 2.3 

<35’ oltre le variabili folite x, y .z &c. anche le 
dy ) dx, &c. che fi fuppongono ora variare anch’ effe; 

onde 
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onde quel primo termine dcp' ( §. 3. ) farà ciò cho 
diventa <jp' ponendo d x r dy ì dz &c. in vece di *, 
z> ) e d d x , d dy> d d Zj &c. in vece di d x, dj, 

dz & c. ,* , — - &c. faranno al folito cavati dal 

2 2 *1 , 
termine precedente comeporta la dottrina data al §.3. 

, . . d 1 ®' di®' 

E qui pure dopo trovati 1 termini d(\ p', — — , 

2 . ^ • 3 

&c. converrà ricordarli di voltare i d in < 5 \ Ma®‘ = 
(p-f-dq?. Dunque d<p' =zd (<p-f-dìp ) -+- ^ 

+ *!££**)■ &c . + ^ + 
rf(d(p &c .Ep C ròd*<p:=d<p* 

j 2 4 j • 

— dq? = rf ( (T$)-h -- ^ ^ ^ ^ ^ — &c. , dove 

■ ^ 2 • 3 

d(dqp) è il d <p foftituiti d x , djf , dz> &c. in luogo 

di x , y , z &c., e d dx , d dj , d dx &c. in luogo 

di dx, dj, dx &c.,* — ^ — 2-^, — a — I-i-poidipen- 

dono ognuno dal termine precedente , come fi è det- 
to al §. 3. - ' ' # .. . 

• X. In $ fi è Tempre fin ora fuppofto , che ciaf- 

euna variabile abbia Tempre 1 * unità per efponento , 
comunque fieno poi fra loro moltiplicate j anzi fi è 
detto, che fe occorrano poteftà delle variabili intiere , 
fratte , pofiti ve , negative, ed ancora quantità trafcen- 
denti , di foftituire in luogo loro altrettante variabili 

per efempio p in vece di x", q in vece di y/ a a+xx, 
e « in vece di l x &c. ,* onde neìl(, differenze ditpfi 


Tom. II, 


Gg 


m- 
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incontreranno In tal cafo i $ u &c. Eflendo 

f — x*, farà facile trovare <J 'prix", nel cafo che 

fi a // numero intiero e pofitivo; perchè avraffi = 

- - n 

— x" , ed alzato attualmente il binomio 
x-f-d'.v alla poteftà « col mezzo del Teorema Neu- 
toniano. avremo il p in termini finiti . Se poi » è 
numero intiero bensì , ma negativo ; ovvero fratto po- 
fitivo o negativo che fia; allora o fi potrà lafciare la 
efpreffione di $ p in termini finiti o in forma di fra- 
/ zione , o vincolata di fcgno radicale; ovvero per li- 
berarla da quette forme converrà ridurla in ferie; lo 

fletto dicali di 

x - f- (£ x ) — / x. 

XI. Ciafcun vede che la fin qui efpofla teorìa.» 
•abbraccia ogni folta di differenze finite, o infinitefime 
•che fieno ; ma fe fi tratti di differenze infinitefime le 
operazioni divengono più facili e più brevi , potendo- 
li fecondo la natura delle quantità infinitefime omet- 
tere'fempre quei termini, in coi la fomroa degli es- 
ponenti dei differenziali è maggiore , rilpettivamente 
a quei in cui, tal fomma è minore; e perciò dcp farà 
eguale M d x-^-Hdy -f- P d t> &c. cioè farà la fom- 
xna di ciocché nafce pónendo variabile volta per vol- 
ta * a * > * &c. ; limilmente ponendo collanti d x, 

d y , d % &c. farà d d (p—M x d xM-ATW x d y M'" d x d z 

&c. N'<fy+ M' 1 dj d x+N'" dyd z&c. -i - P'dz,* 
d z d x-f- P'" d z d y &c. > cioè farà eguale alla_, 
fomma di ciocché nafce fupponendo in dcp variabile 
volta per volta la x, j, z &c. ; lo fletto dicafi dei 
differenziali di q? di ordine maggiore fino a tanto, che 
fieno eiaunte tutte le variabili . Che fe poi fuppon- 
gonfi variabili -ancora i dx^dy^dz &c. ; farà dd(p=z. 
J»l- differenziale di (p differenziato di nuovo fupponen- 
do 
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do variabile volta per volta x.,jr, & &c. dx y dy,da 
òlc. pel numero 9; la fletta redola vale per il diffe- 
renziale di quàlunque ordine di $ ; cioè il differen- 
ziale dell' ordine più alto è eguale alla Comma di cioc- 
ché diviene il differenziale dell’ ordine immediatamen- 
te profumo minore differenziato volta per volta in^ 
fuppofizione, che fluifca una folà di quelle quantità, che 
fi fuppongono fluire nella totalità. Prima di finire fa- 
rà bene richiamare alla memoria il lignificato di que- 


lla efpreffione \ dx notato in altro luogo; 
\dx/ ' 


una 


tale efpreffione altro non lignifica Ce non che <£ è fia- 
ta differenziata in fuppofizione di x Colamento fluen- 


te; la efpreffione poi 


(1|) lignifica 


che dty è fiatai 


differenziata in fuppofizione della fola x fluente , e 
divifa per d x ; alle volte fi Iafciano le parentcfi quan- 
do non vi è timore di equivoco , 

XII. Facciamo altresì riflettere in quello Capo* 
che da qualunque equazione fia polfibile fare fpa- 
rire una collante col differenziare- 1 ’ Equazione . Sia . 
per efempio x* -f- b l x-+- a — 0 , farà pertan- 

to a = — x 3 — x* jy — b z x ; e perciò differenziando 
avremo 0 = — g x z d x — zxydx — x z d y — b z d x ; 
equazione differenziale ». in cui manca una collante » 
che era nella equazióne propofta; La Equazione dif-* 

' dy • 

ferenziale fi feriva così g x* — 2 x y — x* — ; 

r. dx 1 

differenziando di nuovo farào = — 6 x dx-txdj- 
jydx-x x .d-d- equazione differenziale di fecondo gradoni» 

(y X • * 

. * * • - . 

Gg 2 cui 
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cui manca una collante, che è in quella di primo gra- 
do; cd in cui mancano due collanti per riguardo al- 
la propofta Equazione; adunque ogni volta che fi dif- 
ferenzia fi potrà dalla equazione tare fparire una co- 
llante . Collo lidio metodo fi potrà fare fparire una-, 
variabile , un radicale, una quantità trafcendente &c.; 

Sia per efempio y — x Ix , farà — = /x, e differen- 

x 

* j * rf-y — y d x </x _ , 

aiando avremo - ■= — , odia xdxz=xd y 

-• . . , x x -, X J 

— ydx. Si potrà ancora fare fparire una variabile coi 
fuoi differenziali : la equazione propolla rifoluta ri- 
fpettivamente ad una variabile fia y —X, farà X fun- 
zione della fola x ; dunque differenziando avremo 
dy — d X , e tornando a differenziare fupponendo dy 
collante farà e — : d d X , equazione in cui manca una 
variabile coi fuoi differenziali. Colla differenziazione 
fi tolgono ancora dalla Equazione gli efponcnci inde- 
finiti , e fratti Sia la Equazione y m = (« a — xx)*, 
differenziando farà my m ~ l dy = — 2 « x( a a — x x)"" x d x % 
C dividendo quella Equazione differenziale per i’ equa- 

zione finita * lari lAl _ 


a a — x x 


equazione in 


cui mancano gli elponenti. Non mi dilungherò in fa- 
re riflettere , che fe col mezzo della equazione pro- 
polla fi prenda un valore di una variabile , e fi fofti- 
tuifea nella equazione differenziale nata dalla propolla, 
venga .con tale fòftituzionc a cangiarli la forma della e- 
quazione differenziale; e comecché quelle foftituzioni li 
poffono fare io molte guife , fpecialmente fe la equa- 
zione propofta fi moltiplichi per una funzione di.x,ji; 
quindi i a equazione differenziale potrà prendere diver- 
fi fluii i afpetti , quantunque foftanzialmente fia la ftef- 

fa, 
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la; cioè a cui foddisfaccia la ftefla relazione fra x, y. 
Maggiore numero di variazioni poffòno darli nelle e* 
quazioni differenziali di gradi più elevati , foftituendo- 
vi i valori delle variabili, o dei loro differenziali dati 
per le equazioni diffeienziali di grado meno elevato . 
Quefte effcndo cofe facili a comprenderli non merita* 
no fpiegazione . , 


CAPO II. . 

De Ile Tornale differenziali JìgniJìeantì t e delle 
forinole affurde . ^ \ 

1. p dx fi avrà ‘^-■=zp t (/>èqua!un- 

■ . 1 * ‘ - dt • ^ 

que funzione dì x , ed y ) ; perchè appunto -f- può 

lignificare qualunque funzione di x>y\ perciò la for» 
mola , fi chiama lignificante . Differenziando p d x 

= </j,fi avràpd d x-{-d pd x~d dy ; ma bdp-—- 

d p d p ** * 

dx-\-~- dy Cap.i. n. n, dunque faihpd d x~i~~ d 

dP 3 '' • 

-j - - d y d x z=.d dyi ed eflèndo p dxzz. dy ì farà pdd x 

+ 7Ì dx '->- jf ***=**?■• 

_ iil- y ii x _ J x iiy-iyi J x for . 

dx * . dx* 

ino- 
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mola adunque , qualunque fia la relazione fra x , ■> t 
onde fia pdx — dy , lignificherà femore una funzione 

di x ) >, che farà = -4 -p~ ; e così fluitando 

dx dy 

a differenziare fi potranno trovare formole contenen- 
ti differenziali più elevati , le quali lignificheranno u-; 
na funzione di x>y qualunque fia la relazione fra_. 
quelle variabili . 

II. Al contrario poi la formola y . 

d p ' d p \ d x* 

- 7 —- -4- V-J- » -r— : 


d d x 


( 


. - , p -j- J non à lignificazione alcuna 3 ec- 

cettuatone il cafo, in cui fia — -f- » — = 0 , perchè 

■ . • - - ' dx dy \ 

d x * 

la formbk da cui dipende il lignificato di quel- 

* 

la,£ fenza alcuna lignificazione , elfendo i dx^tddx 
del tutto arbitrari; adunque per rendere fignificante^ 

la formola , c perciò 1* altra bifogna fif- 


ddx 


d d x 


fare il lignificato della formola ^ ** , il che fi ottie- 

. ’ ’ . • d d x 


ne fupponendo collante una funzione delle x, y e lo- 
ro differenziali primi, ovvero di una variabile fola. e 
della fua differenza, la quale funzione fia du, me- 
diante la equazione p d xr=zdy , fi troverà du eguale a 
2 d x , denotando * una funzione di x, y; impercioc- 
ché dovendo eflere du — mdx-\-ndy , farà du — 
mdx^-npdx, e polla m-\-n p ~ z , farà du—zdx ; 
in appreflo mi fervo fpeffo di limile efprdlione com- 

pcn- 
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pendiofa, dì cui farà per altro noto il lignificato ;dup- 
que averemo d d u ~d z d x -\- z d d x— o ; ma dzfì 
può ridurre a z' d x ; dunque z' d x 3 -f-z, dd x = o , e 

** * == — ~ funzione di xj ji; follituito quello va- 


dd 


z 


lore nella equazione 
d x 1 m . d d y 

forA *' 


rr-> farà jv 

a d x ci d x 


dd 
d d y 




t * d x* ' z,' ^ 


( -J- H- p - \ > quella equazione pertanto diffcrenzio- 
\d x dyj 

differenziale , in cui fi è fuppolìa collante <fw,e a cui 
foddisfa la equazione primo differenziale pdxz=dy> 
à la relazione dei fecondi -differenziali lignificante . 
Quando per la rifoluzione dei problemi fi ricorre ai 
dirierenziali , non li à certamente confiderazione alla 
loro quantità alfoluta , -che non è poflibile , efiendo le 
quantità infinitelime di loro natura indeterminate Cap. 
1. 1. i. n.3. ; ma' fi à confiderazione alla loro relazione , 
la quale, acciocché fia di ufo, conviene , che lia liabile 
in termini finiti; il che appunto fi ottiene introducendo 
nella equazione differenzio-differenziale la collante d u. 

III. Quello che fi è detto della forinola ^ ^ 

d d x 


vale generalmente della formola- 


d”y 
d” x 


cioè mai que- 


lla formola non avrà relazione ftabilc efprelfa in ter- 
mini finiti , ( eccettuati alcuni cafi ) fenza ricor- 
rere alla collante du come fopra; in tal calo elfen- 

do la formola lignificante ed eguale in cpnfc- 

guen- 
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guenza ad una' funzione di x, che chiamo r, farà 

•- — r ; onde ddy — rddx , e di j— drddx- J-. ■ 
. d d x 

d^ 7 d r d d x " ... 

r ^3 x ; e — — = -f- r ; ni a abbiamo d dx =z 

di x di x 


, e chiamando — — “ r , onde ila ddxzzz 

z. z- 

t d x l > abbiamo x — d t d x 2 -f* itdxddx~dtdx % 

_|_2 t* d xi ; e porto dt—r'dx ì e r •+• z r l = / j ab- 
biamo sdxi-=.dix ; dunque foftituendo farà — — = r 

d* x 


*+* 


td r \ 
— > 
sdx 


finalmente porta dr=z 


s' d x, farà 



^ "L . Nella ftefla maniera fi dimoftra, che mediante 
dì x ; 

la cortante d « fi rendano lignificanti le relazioni dei 
differenziali più elevati, che fenza tal fuppofto fareb- 
bero in lignificanti . 

IV. Qualunque equazione lignificante , cioè ch«_^ 
à la relazione dei .differenziali lignificante , fi può ef- 
primere in maniera , che non comparivano i differen- 
ziali . Comecché peT ottenere la equazione lignifican- 
te è neceflaria ia d u collante, porto che fdxz=zdy ef- 
prima la relazione dei primi differenziali j lì otterrà. 

du ~zdx ; onde <lx — — , c t rfx = — du — dy ; 

z z> 


differenzia ndo d x 


— in fuppofizione di d u coftan- 

Zr 


te 
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te farà d d x — du d — ; ma z contiene le variabili 

z 

x, y, p; dunque d — conterrà, oltre le variabili, i 

a 

dx, dy, dp; ma i dx> dy fono dati per due lo 
variabili predette ; adunque d d x farà data per d u , 
*P> e le fopradette variabili; così fi dimoftra , cho 
dì x fia dato per le variabili anzidetto , e per du %i 
dp , ddp; ciocché fi è dimoftrato dei ddx> d* x &c* 
fi dimoftra ancora dei ddy , dì y &c. differenziando 

la equazione ì—du—dy; dunque fatte le foftituzio- 

* i 

ni in una equazione differenziale di qualunque ordì- 
ne, che chiamo Cp — o, farà d <p funzione di Xyy,p t 
duyddp &c. pongaG ora dp—qduykrk ddp—dqduy 
e fatta rduzzdq &c., farà <p — o funzione delle va- 
riabili x , y , p , q , r; effendo, la equazione divifibife per 
una potefìà di du, fpariranno i du. Ordinariamente 

J quando le circoftanze non richiedono il contrario fi 
uolc porre du — dx collante , da cui ne viene che 
fia ddx — Oy d*x—o &c. , e perciò nella equazione 
rimangono foltanto i differenziali alti di y , i quali fi 
pofTono eliminare ponendo / d x— d y , dp d x-=zq dx k 
— d l y , d qd x x z=. r d xì— d*y ) perchè effendo la e- 
quazione divifibile per una poteftà di dx refìerà effa 
una funzione x, j, p yq ì r, x &c. Quefta equazione 
contiene la relazione fra x ed j talmente , che porta 
d ep funzione di x, y , p , onde fia per efempio x p* 
-ì-xjp -+* yì=o, à cui corrifponde la equazione^ 

differenziale -u. x y — -4- y } =daxdf + 

d x l • dx 

y xdydx o;fe fi fgiolga la equazione x p* 

Tom. IL H h -H x y p 
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— e fi ritrovino i valori di /> dati per 
x . y , 1* integrale della equazione p d x =z dy , fod- 
disfarà ancora alla equazione x dy 1 x y dy d x -p- 
^3 dy * . Adunque i problemi fpettanti la integrazione 
'delle formole , e delle equazioni differenziali fi poffo- 
r.o proporre nella feguente maniera : Data una equa- 
zione fra x , y , p , q , r &c. cioè una equazione fra 
le variabili, e le relazioni dei loro differenziali, ri- 
trovare la funzione di x , y , che foddisfaccia alla e- 
quazione propofta. il Signor Leonardo Hulero celeber- 
rimo Algebrilfa confiderà i problenìi di calcolo inte- 
grale fotto quello afpetto . 

V. Pollo che in una formola differenziale , cho 
chiamo (p fia ftata fuppofta coftante fi potrà quan- 
do fi voglia ritornare nella fuppofizione di neffuna-. 
coftante nella maniera, che fegue. Si riduca a fun- 
zione di x,j,p, ^ , r, / & c. come abbiamo infe- 
gnato al numero 4. ; Effendo ivi p d x=d y , fupponen- 

d x d d y- — dy d d x _ 


do neifuna flulfione coftante farà d p — ■ 

- > - , . • . 

d p , d x d d y — d y d d x 

onde q = — - — : _1 

d u d x 1 d u' 


d x 1 

: foftìtuendo 


nella equazione data per x,y, p , q , r &c. i 'valori 
di p , 7 j r dati per x , y e loro differenziali , fi 
otterrà una formola 5 in fuppofizione di neffuni co- 
llante ; da quella fuppofizione fi potrà quando fi vo- 
glia paffare ad altra coftante come piacerà . Si noti 
che qualunque coftante fi prenda fi arriverà feròpre^ 
eliminando i differenziali ad una formola , data per 
x ,j j p,q, r &c. della ftelfa numero forma ; al con- 
trario introducendo i differenziali la forma della equa- 
zione farà diverliffima e Cangierà al cangiarli della co- 
llante dunque in 1 qualunque fuppolìzioue Tempre ri» 
V • ■* mar- 
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ma irà la ftefia funzione di a , v che foddisfà al pro- 
blema ; la relazione poi dei differenziali fuperiori fa- • 
rà diverfa e cangierà al cangiarci della coftante , e nel- 
la fuppofizione di neffuna coftàfite farà vaga ed inde- 
terminata,' eccettuati alcuni cali particolari.- 

VI. Le forinole differenziali affurde fono quelle, 
che non poflbno mai nafcere dalla differenziazione di 
alcuna 'formola finita; ed in realtà riflettendo alla ma- 
niera di differenziare fi offetverà , che le combinnzio* 
ni dei differenziali fra loro , e colle variabili include 
alcune condizioni , le quali faranno neceffarie nelle_> 
formole differenziali, acciocché fieno effe capaci di 
integrazione. Molti fono i metodi per accertarfr fele 
formole fieno delle poflìbili a ricevere integrazione, i 
quali metodi fono flati ritrovati riflettendo all’ anda- 
mento, che fi tiene nel prendere le differenze ;.di que- 
lli qui ne porteremo alcuni . In primo luogo qnandó 
la forinola differenziale propofla non fupponga fluflìo- 
ne alcuna collante, fupponcndo collante la </x, e po- 
nendo p d x — d y , fi riduca effa a funzione di x , 7 , 
p, <7, r &c. indi fi palfi un’ altra volta alla fiippofi- 
zione di d x fluente .•come fi è infegnato al numero 
5. Se la formola che di nuovo nafce per la fuppofi- 
zione di- d x fluente fia foflarrzialmente diverfa dalla^. 
propofla; allora fi può conchiudere che la propofla é af- 
lurda ; perché le formole reali in qualunque fuppofi- 
zione non cangiano mai la relazione fra x, 7; il che 
npn avverrebbe fe le due predette formole follerò fo- 
ftanzialmenie divcrfe . Se poi non fono; diverle , *ciò 
avviene, nella maniera che legue . Sìa la equazione^» 
T d d x-f- £) d dy-j-Rdx l -^-Sdxdy-j- Td y 1 — 0 , a 
cui fi poffono ridurre tutte le equazioni difterenzio- 
differenziali in quella non fuppongali .collante alcuna; 
lì palli ora allà luppofizione di dx co!Ulite> c fi ri- 
ti h 2 duca 
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duca la equazione, a funzione di x, y , p, q; avremo 
in primo luogo ddx~o; e porta pdx — dy , farà 
d pd x=l dd y r e porta inoltre d p=q d x , farà qd x l 
■ — d d y; onde foftituendo fi otterrà R -4- Sf -f- 

^Tp 1 =o. Si pafli ora alia fuppofizione di dx fluente, 
... dy r , , dx ddy — dy d i x 

comecché è -^-,far kdp — - — j 

d x «a 1 


, dxddy — dyddx r • , 1- 

onde g— ■ ■ , efeguite pertanto lo 

fortituzioni ritorna la equazione coi differenziali della 
feguente forma Qjì dy — ^ ~ R d x* 

Sdxdy-+-Tdy*=zo. La quale converrà colla pro- 

pofta fe fia P _ . — . Sia propofta da efaminarfi 

• .dx 

la formola yddy~\-dy*-\-xddx-{- dx* ■= 0, avremo 
T-=.x \ Q^=zy ; onde la equazione di condiziono 

P — — diverrà x — — ULOLy e perciò x^x 

. .d x d x 

*±-y dy — 0 . Per vedere fe fuffifte quefta equazione la 
differenzio , cd ottengo x d d x-*rdx*-\-yddy 
* 4 -dy* = o; equazione identica colla propofta , e per- 
ciò l’integrale della equazione x dx -+-y dy =z OiCÌob 
x 1 -+-J 1 == a* foddisfarà alla propofta equazione diffe- 
renzio differenziale . Vogliafi efaminare la equazione 
differenzio-differenziale y d d x-f- x d dy — dxdy=,o 
in cui neffuna fluftione è ftata prefa coftante ■ Sarà 

*P ~y t 1 ^== x , e perciò y = — - —■ ■— , onde y d x-f- 

xdyz=o; dunque xy-\-Az=.o integrale di quella-. 

do- 
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dovrebbe foddisfare alla propofla equazione; per ac- 
certarmene differenzio y dx-\-x d y — o , e ritrovo 
7 d d x x d dy -f- 2 d x dy—o , fottratta quella dal- 

ia propofla abbiamo — %d x d y =o , e loflituendo — 


in luogo di d x farà 

y 


^ X d I 1 

y 


= o , cioè 


x — c 


9 


il che repugna colla equazione xy A= o ; quello 
inconveniente mi indica, che la propofla formola dif- 
ferenzio-ditferenziale è affurda . Quando poi accade che 

la equazione P r= — dà o~o ì allora non avrò 

d x .. 


equazione data per i primi differenziali , da cui fi pof- 
fa ricavare la relazione fra x , y , e provare fe effa_. 
foddisfaccia o non foddisfaccia alla propofla differen- 
ziale; cofa fi dee da ciò inferire? io dico, che fe fi 
l'appia , che la trasformata fia poflibile e non affurda-- 
lo farà ancora la propofla; fe poi niente fi fappia del- 
la trasformata , niente ancora fi potrà decidere della 
propofla, giacché in quello cafo la trasformata e la 
propofla fono identiche, 

VII. Le equazioni che fono affurde in fuppofizio-» 
ne di neffuna coflante fi pofiòno rendere non aflurde 
fupponendo una flulfione collante . Sia la equazione 
yddx-\-xddy— dxdy—o, in cui nelfuna flulfione 
•è coflante, e che invale flato è affurda . Suppongali 


j d d y 

ji x coflante 9 avremo xddy =zd xdy 9 offia — — = 

r 


d x • - x % 

— , ed integrando dyz=x d x, ondej = — .Suppon- 
x a 


gafì coflante y d x in vece di dx, farà yddx~\-dxdy 
= e ; onde foftituendo avremo xddy-*-z dydx = 0) 

cioè 
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cioè 


d d y 

d J ~ 


1 d x 


, \ 

> ed integrando dj = « 

- . * 

. .. d* . al 

dunque — — a. x 1 d x , ed integrando / j — ~- x 

^ ... , 3 

Dunque fupponendo qualche fluiììone ccftante nella for- 
inola aflurda propofta, viene elfa a render*! non allurda. 
Si oflervi per altro che al cangiare della collante fi 
cangia ancora la relazione tra x, il che appunto 
ìndica che la formola propofla fenza fupporre collan- 
te è allurda ; quindi fi può llabilire una regola per co- 
noscere le formole ( in cui non fi fuppone collant' ) 
^fluide dalle reali; fe prefa qualunque collante polla 
ottenerli Tempre la lìelTa relazione fra x,? la formo- 
la è reale ; fe mutata collante fi muta relazione tra 
x . » p ' a ‘® rm .°| a * alfurda . I principi *di cui fin’ ora 
cr fiamo ferviti per llabilire le condizioni necefiarie « 
acciocché le formole diflferenzio-ditferenziali non fieno 
aiturde, ci approno la, llrada ancora per efaminare le 
iormole differenziali di gradi più elevati; anzi per le 
tormoje ancora che contengo più di due Variabili, e 
^cjro diiTerenziali , le quali cofe benché non fieno dif- 
ciii tenendo dietro alle cofe fin qui dette ; richiedo- 
no per filtro molta fagacità nell’ Analifia . 

r a Altf ° ™ et ° do d ‘ difiinguere le formole af- 
furde dalle non aiiurde , U quale 0 è generaiilfimo , e 

r„'n qU r ^"\ ue f orte di ì-ormofe , ci à dato il 

. ^ , , er et ;Che io brevemente qui efpongo .Sia 

t*=*' d j x = < t P=<ì,J>x=d‘p=d q Zrè c.; e 
‘‘.f dna funzione di x,p, q , r Sic. fi differenzi ® , 
onde fia dtp— M J x+P dp+QJ q -p. HdrSic. io di- 
C ° />- Che " on P° tr ^ avere integrale immediatamente 
profilino, fe non fi verifica la Tegnente equazione M— 

dP 


i 
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dP-\~ d 1 0 — & R &c. = 0 , cioè fé tutti quelli termini 
non fi elidano. Supponiamo che 1 ’ integrale di © fia 

. ' . - j ' i'K . . d 7 T d p 

7 r; differenziando 7r avremo d 7r = — rf*4 ; — - 

d x K d p 

v , ' ; 

’ ■» ^ 

H — ZL _ 1 &c. identico con q? ; avvettafi che in 7 r come 


dq 

integrale immediatamente proflìmo di non fi dee tro- 
vare la t offia rfs'x, che è il differenziale più aito di 
<jp. Si differenzi di nuovo quefta equazione ed avre*> 

. , tfit' ’/dlt . •' \ J tHr , /tir , . 

mo dxd— dp-+>d.pd — H- -7- . d q ■+* 
d x d x a p a p 


d q 4- — dr—di 5; ma abbiamo 
. dq dq ■ 

• * - » * * ; , • f . j r 

4- P </p 4- 4- R </r ; dunque il primo membro, 
della prima equazione , dovrà efTere identico col fe- 
condo membro della feconda; e perciò paragonando 
i coefficienti di d x^ dp> dq , d r fi ritroverà M =2 


d(p ■zzM d x 


d 7T 


, a 71 _ 7T . , d 7T ' ' « 71 , » 7 T „ « 7 T 

d -T- , P=-3- +^ -3- , £j= j- 4 - ^ -7— 3 R— diffe- 
</ x 4 x ^ p f • d q . d q 

renziata la feconda di quefte equazioni e'fottratta dalla 
prima farà M — dP——d con quefta foramatala 


rf 7T 


/Ì7T 


7T 


terza differenziata due volte farà M — P 4- d* 

d 7T • 

d* — — ; fottratta finalmente da queftà la quarta diffe- 

« ^ r —, , 

renziata tre volte farà M — d P 4- d* £)-— d> R = 0 
come fi doveva dimoftrare . Quefta ultima equazione 
fi chiama equazione di condizione necelfaria acciocché 
la forinola <p ammetta 1’ integrale immediatamente 

, ' P roC * 


\ 
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profiìmo. Se in Co vi fieno differenziali più alti della 
x per d'empio d* x; fi ponga d*x — s y onde $ fia 
funzione di x, />, q , r, r, e 

Odq~\-Rdr-\-Sds\ la equazione di condizione fa- 
ir à M — d P -\-d l Qj — dì R -4- d* S = 0 ; farà dunque 
chiaro come fi dee procedere fe fieno in <p differen- 
ziali più alti di x . 

IX. Polio che <p fia una funzione di più variabi- 
bili e loro rifpettivi differenziali col metodo del nu- 
mero precedente fi prova, che per ciafcuna variabile 
ed i di lei differenziali dee valere una equazione di con- 
dizione della medefima forma, e trovata nella fteflà 
maniera con cui fi è operato rifpettivamente.alla x ed 
i di lei differenziali ; altrimenti la funzione Cp non avrà 
integrale immediatamente proflìmo ; avvertali che nel- 
la prefente fuppofizione di più variabili, le M, P, 
&c. faranno funzioni di più variabili e loro differen- 
ziali ; le quali quantità fi dovranno fupporre tutte flui- 
de in ciafcuna equazione di condizione ; come lo efi- 
ge il metodo , con cui fi trovano dette equazioni . 

X. Si voglia prefentemente fapere che condizio- 
ni debba avere <p funzione dì x, dx , ddx &c. of- 
fia di x,/>, 9, &c. acciocché poffa ammettere due 
integrazioni. Si fupponga X integrale proflìmo di tt, 
c 7r integrale proflìmo di tp . Pel num. 8. non potrà 

7T avere P integrale X fe non fia ~ — d — -h d 

d x d p a f 

&c. — ma pollo dep— Mdx-+-Fdp - 4 - Q^d q 

- RdrScc. abbiamo F — -4- d ^ 5 , Qj=^ -7- “H 

dx dp dp 

d i?,«=^nu.8. ; dunque farà ^~P-~d~ = P 
dq dq dx d p 

y 
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— d 0-4- d 1 ^=ss P — d 0 ~h d x R ; fimilmcnte farà 

^ d q 

^ =0 — d R , e ~ — R ; foftituifcanfi i valori di 
dp dq 

die dn dir ,, //r , dit , ^ die 

— - , — nella equazione — ri ~-f-ri* — - 

d x d p d q d x dp dq 


■= o , farà P — d 5^-f. d 1 R — d Q^\- d'R+d* R == 

P — 2 d O^-f- g d l Kmo feconda equazione di condi- 
zione che dee avere la forfnola © acciocché pofla-# 
ammettere due integrazioni . 

XI. Con quello metodo fi ritrova , che fc <1> con- 
tenga per efempio i differenziali quarti di x cioè fe 
Cp Ila funzione di x, p,q,r, i fieno neceffarie quattro 
equazioni di condizione acciocché <p ammetta l’ inte- 
grale in termini finiti; pollo dunque dcp — Mdx-^ 

V d p -f- Qdq-+- R d r-{- S d s le quattro equazioni di 
Condizione faranno le feguenti (i) M — d P -f- d x 
-±rd* K *-f- d* Si=Z o ; , (2)* P —. 2 d £>j4- $ d 1 R — 4 dì § 

= 0 , fg) — 3 d R -1- 6 d l S — 0 , (4) R — i) d S— 0, 
i coefficienti numerici dei termini della prima coffitui- 
fcono una ferie di unità ,\ i coefficienti della feconda 
una ferie proveniente dalla fomma indeterminata del- 
la prima ferie, che ètjuella dei numeri naturali; i 
coefficienti della terza danno la ferie proveniente dal- 
la fomma della feconda quelli delia quarta una fee- 
rie proveniente dalla fomma della terza. Da quanto 
fi è detto apparifce come lì dee operare fe in © fie- 
no differenziali più alti, della x. 

XII. Se (p ila una funzione di * > d x, ddx&C.. . 
y j dy , ddy &c. acciocché ammetta un integrale 
che fia funzione di x,y cioè in termini finiti ; rifpct- 
tivamente alla y, e fuol differenziali devono valere c- 

Tom. 11. li . » - q ua . 
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quazioni analoghe a quelle, che fi fono nel numero 

5 re cedente determinate rispettivamente alla x, e Tuoi 
ifferenziali ; lo fteflo dicafi fe (p fia funzione di x , 
y , z e loro differenziali ; cioè rifpettivamcnte a eia* 
feuna variabile devono valere altrettante equazioni 
della fteffa forma, che. fi fono ritrovate per la x . 
Vogliafi elaminare che condizione debba avere ud x 
.4- vdy , in cui «, v fono funzioni di x , y foltanto, 

la formoli 


acciocché elfa fia integrabile. Differenzio 


d u 


in fuppofizione di x fluente c trovo M =. ~ + 

a x 


dv 


a x 


dy , e differenziando la fteffa forraola in fuppo- 


fizione di d x fluente avremo P=:«; onde dovendo 


cifere M — d P 0 farà 


d u 


d x d v 


d T 


— d u — o f 


d x d x 

equazione di condizione ^ Se fi Supponga fluire la fola x y 

farà d « ^ d x ; onde ^ a , ofliaedo, cioè nell* 

dx d x 

forinola propofta dee mancare il termine v dy > cola-» 
per fe fteffa manifefta . Se fuppongo fluure ancora 

la y fi ritrova d u = — d x — dy , e perciò fo- 

dx dy 

ftituendo nella equazione di condizione avremo 

dv , du.dy . , - . dv du 

— . d y = 0 , cioè farà y cornea 

dx J dy dx dy 

abbiamo ritrovato nel Capo j. 2. La fteffa equa- 
zione fi ritrova fe fi operi rilpettivamente ad y , co- 
me fi è operato in riguardo ad x. 

XIII. Palliamo ora a considerare $ funzione dix,jr 
e loro differenziali non già fotto afpctto di forinola, 

• ma 
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ma di equazione onde fia <p = e . Acciocché dp in que- 
llo cafo (la integrabile devono aver luogo le fteffe e- 
quazioni di condizione come fe $ Coffe una forinola , 
altutnenti ,<$ — o non è integrabile ; quantunque per 
altro dp =.0 non fia integrabile ciò non ottante lo po- 
trebbe effere fe fi moltiplichi per ir funzione di x ,y, 
e loro differenziali, onde fia ir dp — o; ancora in quer 
fta ipotefi <p dee avere alcune condizioni altrimenti 
jie tampoco moltiplicata per qualunque funzione ir po- 
trà renderfi integrabile. Ecco il metodo per feoprire 
le condizioni opportune . Pongafi al folito in Tripla dx 
p=zp, d x x-=zq, dy=.p', ddyz=.q ; dipoi fi differen- 
zi la equazione ir 9= e , farà d (ir(p) — ir ddp-\-dp d ir 
— 0 , ma abbiamo dep j= Md x-f- P d p-\- O d q -f-M di 
4- r df -±&iq\ e dir =: AT' d x P ì 7 7 p £Tdq 
4- M'" dy- f-P" dp'-h Q^' dq'; dunque foftituendo nel- 
la equazione irdcp-\-<p dir = 0 i valori di ddp,dir,c. 
prendendo i coefficienti di dx, dp , dq, dy,dp'dq' 
dovrà effere per le cofe dette nel num. 8. ir M-+- dp M" 
~-d(ir P + dp ,F' d 1 (ir O -h<|p£)") — 0 ; ir M' 4- 
o>M"' - d (irF + dp P"') 4 -> {ir Qi+ q> {£' ) = 0; 
differenziando attualmente e trafeurando in feguito tut- 
ti i termini moltiplicati per , d dp , ddp perchè q>, 
'ddp,d i dp fono eguali a zero; fi troverà 
ir (M—d P+d x §J4 - d ir (— P 4-2 d QJ)-hd 1 ir 
ir (M'—d P'-l-d 1 QJ+d ir (— P' -f 2 d ) 4- d x ir Q=o 

fatte fvanire col mezzo di qaette due equazioni la ir, 
« le fue differenze ; fi avrà la equazione di condizio- 
ne per la equazione q>=o, acciocché effa poffa am- 
mettere, 1’ integrale immediatamente proffimo.In gra- 
zia dei Giovani indicherò il metodo da tenerli per fa- 
re fvanire una variabile e le fue differenze adoperan- 
do due equazioni. Sieno quelle equazioni ax-t-l>dx 
4 *d dxz=.o , x 4- b' d x 4- d d x=z 0 ; togliendo la 

1 i 2 fecon- 
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feconda dalla prima farà a— a 1 . x b — b l d x = o p* 
differenziando, quella avremo xd ( a - a' ) d x 

d ( b b' ) - 4 - a—a' d x -j- b — b' d d x — o; col mezzo di 

quelle tre equazioni ne troveremo due , in citi vi fa- 
ranno i foli primi differenziali di x , e perciò arrive- 
rò ad una equazione , in cui vi farà la fola x, la qua- 
le equazione differenziata darà la terza equazione con 
la fola d x ; col mezzo delle tre equazioni , in cui vi 
fono le fole dx , arrivo a due equazioni Con la fola, 
x e finalmente da quelle fi fa paffaggio ad una , in- 
cui manca ancora la x . 

'XIV. Sia Cp =u dx-+-v dy zzo fatto il confron- 
to colle equazioni del num. 6. avremo M zz — d x 

•' ■ • * • 

. d V , _ d u . dv , ■ m 

•+- —, — d y ) F — u j M — —— d x -f- - — d y ) P — v y 

dx dy dy 

c perciò le equazioni ir ( M — d P) — d n P — o , 

d u 

ir ( M' — d P' ) — d ir P' zzo . diverranno ir d x . - — 

J . dx 

. ■ dv ,, du , dv 

ir ay. ir du - udii— o > tt dx.- — hir^j. — 

J dx . * ' * dy, i . dy 

— -k A.v — v dir zzo; e fottratta dalla prima molti- 
plicata per v la feconda moltiplicata per a nafcerà 

i d u ; dv . , àl> J . ^ 

i> d x U v d y . v d u — u d i - u d XX 

dx * dx ' • J dy 

d u j d u , 

- — h u dvzzo ; ma abbiamo d « = — - « *4- -r-dj» 
dy ^ ; ' . . dx dy 4 

e dvzz^ • rfx- 4 - ~ dy; dunque foftituendo avre- 
dx ■ d y 

■ t ■ . ut.- • - < . — • ; *. . ■ 

"il mo 
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-*^Tj) + uix 


( d V du \ — 

Hc~Ty ) ~ 


m ° \Tx~TyJ ^ Vdx dy 

offia vdy + udx=o; che è la equazione propofta 
e perciò farà Tempre poflìbile col mezzo di un molti- 
plicatore , rendere integrabile la predetta equazione 
quando tale,ficcome vien propofta, non lo fia . 

XV. Una qualunque $ funzione di x, y è loro 
differenziali col mezzo delle foftituzioni d x — p > 
ddx=q, dy-p', ddy =q' &c. fi può ridurre a^ 
tina funzione di x+y j p, q% f' , q' &c. >■ e loro oil- 
ferenziali primi . La funzione <p così confiderata ha 
eguale M rfx-f-Af dy~\~P d p 4- Qji q- M"' d p'-t-Qjfq'i 
fi fuppongano variabili le fole x , y ; dovrà eftere 

Uìf — lj-i pel num. 5.; fupponendo variabili x , p 
dy d x * . ‘ 

d M d P 


foltanto dovrà effere ^ 7 ^ == -r — >e cosi via difcorren 


d P 

dp d x 1 

do; onde fupponendole tutte variare , nafceranno tan- 
te equazioni di condizione quanti fono gli ambi “Cile 
variabili , le quali equazioni tutte fi dovranno verifi- 
care, acciocché -, >; ammetta 1 ’ integrale immediata- 
mente profilino . Ecco adunque un altro criterio per 
.conofcere fe le formale differenziali ammettano inte- 
grale, il quale criterio in foftanza fi riduce a quello 
che abbiamo di fopra recato , ed il quale .è ancora 
.applicabile alle equazioni . Se la equazione' ficcome 
vien propofta non à le condizioni neceflarie per la m- 

-tegrazione alle : volte , ficcome diffemo, fi potrà ren- 

* dere tale, che le abbia, moltiplicandola per una fun- 
zione delle di lei variabili*, ma fono neceflarie m el- 
fe alcune condizioni ; il prefente metodo ci fcoprirà. 
fe la equazione propofta fi pofla rendere integrabile 
con un moltiplicatore. Sia jà equazione M, d x-j- ^ -3 


i »’• 
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.+-P Sferro; fi moltiplichi per re onde fia xMdx-{~ 
7rK(iy-+-7rPdp =z o. Il prefente metodo efige, ac- 
ciocché la equazione fta J integrabile , che fia 




Ai-— vr 


dòl dir 


-u 


'TU 


H 


d n ■ - d K 

__ P =: 0> 7r _ 
d x ‘ -d p 


r\ 

d P 


dx 

1- * 
• dy 

° » ^~TZ — 1“ — M ~~- X 

d p , d p , . <ix 


Ti 


N — 7T 


Dall’ ultima ricavo il valore e dalla penultima 

rfTr 4ÌJ ' 

il ' valore j— , foftituifeo quelli valori nella prima e- 


dP d 7 T 

<7 <7 


P = 0, 


. * 


quazione c trovo m( £21 — ^ P ^ 

\ ^ p dy / \ 


VAf 


) 


/ix, 

equazione che efprime la 


condizione neceflaria, acciocché la propofta fi pofTa_» 
rendere integrabile col mezzo di un moltiplicatore . 
Avvertali che le Equazioni di condizione per lo più 
li verificano per la identità dei termini col fegno con- 
trari o ; ma le ciò non fucceda , non fi inferisca fubi- 
to che la equazione di condizione non fi verifica, im- 
perciocché potrebbe accadere , che quefta equazione^ 
di condizione foflTe appunto 1* integrale della preda - 
equazione differenziale ; di che conviene farne lo de- 
perimento differenziando quefta equazione di condi- 
\.zione fino al grado della propofta equazione differen- 
ziale, 
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ziale, ed indi fra quelle due facendo il confronto. 

XVI. In quello Capo eflendo noi ftati .collretti a 
paflare per molte f e molte idee , quindi non ftimo 
fuor di propofito di approflìmarne k principali nel- 
la feguente recapitolazione . Io diftinguo in primo 
luogo le formole in lignificanti dalle formole affurde. 
Le infignificanti Jbno quelle, che. non anno (labile re- 
lazione tra i differenziali alti ; le afTurde fono quel- 
le che non anno integrale ; per me adunque farà pof- 
fibile , che una formola infignificante non fia alfurda ; 
ed una formola alfurda potrà effere fignificaute . Una 
formola inlignificante fi rende lignificante col mezzo 
della collante , ed il lignificato cangia al cangiare del- 
la collante; e comecché mediante la collante fi rende 
ancora reale una formola alfurda ; quindi fe in una propo- 
lla formola refa lignificante e reale mediante una collante 
fuccede che mai non fi cangi la relazione fra x, y benché 
fi cangi la collante, la propolla formola farà reale ; fe al 
cangiare della collante fi cangi oltre il lignificato , la 
relazione fra x, y; la propolla è affurda. Per tanto 
propolla una formola , in cu» nefluna fluitone fia pre- 
fa collante e fia reale ; ai cangiare della collante can- 
gierà lignificato ; ma non già relazione fra x , y i al 
contrario fe è affurda cangierà , col mezzo della co- 
llante e lignificato, e relazione fra x , y . Quando u- 
na formola alTurda fia refa reale mediante una collan- 
te ; fe in quella fi palli ad altra fuppofizione o di nef- 
funa collante o di altra cangierà lignificato , ma farà 
Tempre reale, ne mai cangierà relazione fra x, y ; 
quindi altro è palfare da una fuppofizione all* altra 
coi foliti metodi ; altro è fupporre di slancio varie co- 
llanti nella propalla ; nel primo cafo fe la propolla è 
alfurda, in tutti i palfagg» di una collante all’ altra^. 

fi trova reale , e contenente la fteffa relazione fi» x , y ; 

al 
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al contrario fupponendo nella propofla varie collanti 
la relazione fra x, y varia. Finalmente una forinola 
aflurda , benché vi fi fupponga una collante , può ri- 
manere affurda. Dal confronto della formola propolla 
con una formola ottenuta fupponendo una collante nella 
propella e rela con ciò reale , e tornando di nuovo alla 
luppofizione di nefluna collante , fi potrà decidere fe 
la propolla fia reale o no ; perchè fe quelle due for- 
inole fono follanzialmente le llelfe la formola propo- 
lla è reale , altrimenti è affurda . 

Se prendendo una collante la formola diventa 
0 = 0 , allora la collante è neceffarià , e contiene la 
relazione fra x, j. ì * 

"•i . . • ■ .i * 

C A . P O «III./ 


Metodi generili per tentare /’ integrazione delle formile 
differenziali di qualunque ordine. 


I. TL calcolo integrale è una operazione diametral- 
1 mente oppolla al calcolo differenziale; onde lo 
feopo del calcolo integrale è di determinare quella 
formola , che differenziata reftituifea la formola dif- 
ferenziale propolla per clfere integrata. Scartinimi fo- 
no i progrefii fatti dagli A IgebrifU >■> benché Abbiano 
con ludori incredibili tentata la rifoluzione generale 
di quello famofo Problema, come fi comprenderà chia- 
ramente dalle cofe, che faremo per dire . Uno dei 
metodi generali per tentare 1* integrazione delle for- 
inole differenziali di qualunque ordine confifle in pren- 
dere una formola differenziale generale di un ordine 
qualunque j in differenziarla , ed indi ricavare le re- 
gole per fare ritorno da quello differenziale al fuo inte- 
grale . Sia X d x un differenziale generale del primo or- 
■** di- 
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dine con una fola variabile; fi differenzi, e fi avrà 
Xddx-\-X' d x 1 differenziale del feondo ordine , in cui 
d X , 

i X'= -J- . Da ciò ricavo, che una formola diffe- 
renziale del fecondo ordine , e di una fola variabile, 
acciocché fia integrabile , conviene che fi poffa ridur- 
re a quella forma X dd x -4-X' d x 1 , in cui fia X qua- 

J V . 

lunque funzione di x , ed X' =— — ; ed il fuo intc- 

dx 

graie farà X d x -4- A . Sia per efempio da integrar# 
la formola a x x dd x-f- 2 a x d x d d x-+-bb d x* 

-f- c x-ìd dx — J r x - 4 d x* ; quella è eguale ad 

a x x-\-bbx -\-cx~ì . d d x-|- za x-f-é b — 3 c x~*. d x* ; 
dunque avremo X = axx -\-b b x - X'— 2 ax 

*\~b b — 3 cx -4 ; e comecché fi trova X' = — — , 

d x 

quindi conchiudo che 1* integrale della propolla for- 
mola è Xdx^z a xx-+-bbx-\-c x~* . d x -+• A . • » 

II. Sia X dd x -f- X' d un differenziale genera- 
le del fecondo ordine contenente una variabile ; X, X' 
fono due funzioni qualunque di x . Si differenzi que- 
lla formola facendo fluire dx, ddx> c fi otterrà 
X dì x -4“ d X d d-x -f- 2 X ' d d x d x -f- d x 1 d X' ; e fup- 
ponendo dX- =z X"dx ì e dX' = X'"rfx, cioè X" = 

•j — > ed X"' = , farà il differenziale della pro- 

d x • dx r 


pofta forinola X dì x+T dxdd *4- iX'dxddx-^ 
X"' dx* ; con quella deefi paragonare nei cafi parti- 
colari la formola differenziale del terzo ordine, che 
fi vuole integrare , -e fi dee offervare cofa fieno le-/ 
X , X' , X" , X'"j ed in feguito vedere fc fi verifichi- 
SCj «. U, Kk no 
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no P equazioni X“= » X '" — nelcafoche 

fi verifichino la formola avrà per integrale Xd d x+X'dx 1 ; 
altrimenti non potrà alfolutamente integrarli . Quello 
metodo come ognun vede può eftenderlì alle forinole 
differenziali di qualunque ordine, che contengono una 
fola variabile. 

III. Dalle forinole è facile il palleggio alle equa- 
zioni ; perchè quanto fi è detto delle prime è appli- 
cabile egualmente alle feconde; foltanto intorno a_. 
quelle bifogna avvertire , che quantunque effe non ab- 
biano le condizioni necelfarie per elfere integrate , ed 
in confeguenza .non fieno certamente integrabili nello 
flato in cui fi troiano ; fi poffòno per altro alle volte 
rendere integrabili , moltiplicandole per una funzione 
della x, che chiamo M nella maniera che fegue . Sia 
X d d x -f- X' d x x — o la equazione differenziale ge- 
nerale del fecondo ordine; fi moltiplichi per NI , ed 
avremo MX d i x -f- NI X' d x 1 —o accioccchè que- 
fla fia integrabile, bifogna, che fi verifichi quella e» 

quazione Al X — .. v .. ( nutn. i. )j dunque farà 

d X 

• , _ I 

MX' dx = MdX + XdM , ed X> 5 

•X Al . 


, X' d x— X ’X'dx , v 

onde/———— — / — - — — IX — IM, e pollo 


/■ 

le — i , farà c 


X • X 

.X'dx 


*X' d x 

J V 


X _ 


= MX,ed M;. 


_ e t 


X 


.on- 


de P integrale cercato che dee eflere z^MXd x=* » 

.farà 
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f X'Jx . * ’ 

^ ' x ' 

farà e . d x = o . .Quello metodo manca trattali* 

doli di equazioni fupcriori al fecondo ordine dei dif- 
ferenziali . 

IV. Dalle formole che contengono una variabile 
palliamo alle formole di due variabili. Sia 7T dx-+- <ip dy 
formola generale differenziale del primo ordine che_^ 
contenga due variabili x, 7 rapprefentando 7T,^ qua- 
lunque funzione di x, y. Si differenzi la predetta for- 
inola , onde fia d'Kdx-+-Ttddx-)~dCpdy-)-Qpddy; 
dovendo effere d x ^ 7r' d x-f- tt" dy , e d(p = Cp'dx 
~ì~(p"dy’ t ( 7 T' , tt" , (p ' -» <p" fono funzioni di x,y ) fa- 
rà la noilra formola generale del fecondo ordine 7 :d dx 
d x 2 -{- 7 t" d xdy-\- (o' d x d y -+-Gp" d y 1 -{-(p d d y, 
la quale avrà per integrale 7r^ x~^-(pdy. Propoìla per- 
tanto una formola differenziale del fecondo ordine. a_. 
due variabili, nella quale favi il ddx , ed infieme il 
d dy, prendali la funzione , che moltiplica il ddx, e 
fi moltiplichi per dx, indi quella, che moltiplica il 
d d y fi moltiplichi per dy , e vedali, fe il diffe- 

renziale della fomma di quelle due quantità è la_. 
formola {Iella propoìla ; fe sì , già fe ne è trovato 1’ 
integrale , fe non l’ integrale non fi potrà avere * Sia 
per efempio da integrare la formola axxyddx~\~ 
2 ay xdx 2 -\-(a xx-fj bb yy x x~)d x dy-\-b b x i y 1 d dy 
-\-ibbxxydy 1 ; oflervo che a x x y moltiplica d dy ; 
onde farà 7r —axxy; fimilmente oflervo che bbx*y % 
moltiplica ddy , onde avremo (p,— bbx*y 2 , e per- 
ciò conehiudo , che , fe la predetta formola è integra- 
bile , avrà per integrale axxydx-\-bbx^y 2 dyi e 
comecché differenziala quella ultima formola , ne na- 
fce la formdla propolla; quindi quella è il vero inte- 
grale di quella . Non mi dilungherò iìi applicare il pre- 

Kk 2 fen- 
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fente metodo alle formole differenziali di qualunque 
ordine , ed a quelle ancora , in cui fia fuppofta qual- 
che fluflione collante ; effendo facile una tale applica- 
zione ; in tutti quelli cali fi dovrà prendere una for- 
inola generale di un ordine immediatamente minore^ 
dell’ ordiné della propolla ; la qual forinola generale 
fi dovrà differenziare fupponendo collante quelli flufi. 
fiore , che fi fuppone collante nella proporla ; nafcerà 
pertanto una forinola differenziale dell’ ordine della 
propofta ; fi offervi in quella nuova forinola , che con- 
dizioni vi fono per cui fi rende integrabile ; fe l’ iflefi- 
fe condizioni, fatto il paragone, fi ritrovano nella 
propofla fi laprà quella integrare ; altrimenti non fa- 
rà integrabile . 

V. La cofa poi va diverfamente trattandoli non_. 
già delle formple, ma delle equazioni differenziali di 
qualunque ordine a due variabili ; quantunque non li 
trovino quelle avere le condizioni necelfarie , perchè 
fieno integrabili poflono alle volte , mediante un mol- 
tiplicatore , elfere fufcettibili di integrazione. Se 
veda un efempio ; Sia da integrare la equazione 
axxyddx-j-3ayxdx*-ì-(2itx 1 -\-2bji)dxdy 
> 4 - b x y) d d y 4 - 4 b xy 2 d y 1 — 0 , quella non à le con- 
dizioni necelfarie per eflere integrata . Per vedere fe 
le acquilla moltiplicandola per la variabile n , che fa- 
rà una funzione di x, y; provili fe P integrale, che 
allora avrebbe , cioè n a x * y d x 4 - « b x d y ~ 0 dif- 
ferenziato, e divifo il differenziale per » dà la equa- 
zione propolla ; cioè provifi fe può fulfillere quella e- 
quazione a x 2 y ddx-\- a x 1 d xdy 4 - ** d ** ■+- 
d y il X d ft 

— 4 ~ b xyì d dy -f- b yi d x dy 4 - j b x y 2 d y M 

b x y 3 d y d h 

-r ■ ■ ■ = a x*y dd x-\-iaxydx 1 ~i-(2a x*-f- 

" 
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2by*) dx dy-\-b xy 3 d dy-\~^bxy % d y* ; ridotti i ter* 

• • i ax*ydxdn< bxy 3 dydn , . 

mini nfulta 1 — — a x y d x* 

» a 

►4- b xy* dy*-\-(a x*4- b y 3 ) d x dy j e poiché dn — 


ax 1 yMdx* ax 1 yVdxdy 


M d x 4- P d y , farà 

n h 

bxy 3 Mdxdy b x y 3 P d y* .* , , 

- .. — — : 4- : — =za xyd* t -\-bxy l dy x 

n ' - n . v 

4- ( <i x* 4-fc ) d x dy , onde Infognerebbe > che fi 

• d y 

▼erificaflero quelle tre equazioni _ . = a x y , cieè 

n 

; b — - ? z=.b x y % ) cioè P = — ; e final-, 
x » . y- 

a x* y P 4- b x y 3 M ri-**- 

mente - -r =r n x 1 4- by 3 . Ma polli 

in quella ultima i valori di M, T rifulta 0=0. Dun- 
que la equazione propofta è integrabile mediante un 
moltiplicatore « . Per ritrovare quello n vadali all’ e- 
quazione dn — M d x P d y > che foftituiti i valor) 

di M , P diventa ~ = — 4- ~ , ed integrando fi 
- » * J ' ; 

avrà In —l x 4- ly — l x y ; onde n — x y , e F inte- 
grale della propofta equazione farà a x 3 y 1 d x 4- b x 2 y* dy 
= 0. Refta per altro diftìciliflimo generalmente par- 
lando determinare quello moltiplicatore. 

VI; Le volgari operazioni dell’ algebra alle vol- 
te fono di non piccolo ajuto per integrare 1 ’ equazio- 
ni differenziali di qualunque ordine . Sia 1 ’ equazione 
del fecondo ordine x d d y — y d d x — 0 , la quale^» 
non può > tal quale è } elfere integrata > fi aggiunga , e 

fitol- 


« 
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fi tolga il termine dxdy, on< ^ e x d dy-\-d x dy 

— y dd x — dxdy = o, e fi ritroverà fubito 1’ integra- 
le ricercato x dy —y d x — o . Sia l’ equazione y ddy 

— dx 1 , in cui fia prefa d s — y/ d x 2 dy x colan- 
te; fi aggiunga all*'-una, e all' altra parte dell’ equa- 
zione d y x , onde fia y d dy d y x — d x 2 -\- d y 2 — d s x ; 
integrando farà y dy — sds-^a. ds \ e di nuovo inte- 
grando farà y y == r/-f-2 a s -f- b b ; dunque s-{~az=z 

y/yy — cioè polla — bb -f- a a c c ; di — 

7 d 7 


y/yy —tc 


— y/d d x* //jr 2 , dy 1 — d x 1 -f- dy 1 ■ 


7 y — cc >d x — 


e d y 


equazione , che contic- 


V 77 — c c 

ne foltanto le prime differenze . Sia 1 ’ equazione 

v— dx *—y d d J 

yi d x* 

e V funzione della fola y ; fi moltiplichi quella e- 


j in cui fi fuppone ydx collante) 


quazione per idy ; ed avremo i Vdy 


— iJ-L — 


1 ' d y d i 7 ' , . «, . • I 

— j ed integrando farà iIV dy — — 

7 2 dx x ° 7 J y 2 


d f 


, giacché y d x h collante . 


y 2 d x 2 

. VII. Alle volte giova fupporre qualche flulfione-» 
collante , tenendo la fegueute regola . La equazione^ 
propolla in primo luogo non dee avere alcuna fi u filo- 
ne collante, e fe mai 1’ aveffe fi tramuti in un’ altra 
in cui non fiavi alcuna fluflìone collante per le rego- 
le date nel Capo a. ; indi fi olfervi , fe in quella vi 
uno > o più termini } i quali moltiplicati per qual- 

* che 
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che fattore fi rendano integrabili ; quello integrale ap- 
punto è quella fluflìone che iuppofta coftante ci guida 
alle volte a integrare la equazione propofta . Sia da 
elTere integrità 1’ equazione 

dy 3 -\-ix 3 -dy-\-xdxddy — x J y d d x' * . ; 

- — = 4 j in cui 

zx>dji 

neffuna fluflìone è coftante ; oflervo , che i due termi- 

• » 

ni d x 2 d y -4-x dx ddy fe fi moltiplichino per — , di- 

d x 

« . 

ventano integrabili , eflendo 1* integrale loro x d y ; fup- 
pongo per tanto coftante x dy t differenziando farà 

dxdj-ì-xddjzzio, onde ddy — — ; fofti- 

V x 

tuendo per d dy il fuo valore — _xi , avremo '* 

x 

dyi-l-d x 1 dy — x dy d d x — d x x dy 

2 x 3 dy * 

dyì—xdyddx ... , xddy 

— — ; ma abbiamo dyzzz — ___Z * 

zx 3 dyi • < dx * . 

dunque foftituendo farà ddy—xd dxdydx 

a xi dj» 4 x 

— dyddy — dxddx . • 

7 — r ~adx -,c comecché abbia- 

2 xxdy* 

mo xdy coftante integrando farà -•*** l. ( 

4x* rfjf 2 - 

« x , e perciò — <7 jr * — d x*-f -4 & x x dy*=n a x 3 dy 2 ; 

•fiìa dj =c — * . Sia la equazione 

y r 4^xx — 44 x* — 1 • 

del 
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del terzo ordine — 3 dxddy — •* • 

y d y d x dì y - 4 - iy d X d d f* » - - , 

■ ... . in cui fia fuppolta dx 

d > 2 

collante; quella fé fi tramuti in un’ altra, in cui non 
fiavi alcuna flulTìone collante, ed in feguito fé fup- 
pongali dy collante , nafcerà a dy d dx - 4 -j dì x — o , la 
quale à per integrale i d x dy-\-y d d x — a d y x . Si 
noti, che nell’ aggiungere la collante bifogna fare u- 
fo di .quella fluitone , che fi è fuppolla collante in- 
maniera, che tutti i termini della equazione fieno del- 
lo Hello ordine, come fi vede in quello efempio; il 
che ballerà avere una volta notato . 

Vili. Le follituzioni nelle prefenti ricerche non- 
fono prive della loro utilità . Sia da integrare 1 ’ equa- 
zione differenziale di fecondo grado — — ^ — — 

X 


yd x — x dy 

i 

"2 


, in cui fi fuppone y d x — x d y invariabi- 


le * + d y 

X t • • • 

le; fi ponga — = — ; fatte le opportune follituzioni 

tdt 


y a 

fi otterrà — a d d x 


y'tdt 1 , . 

— - * • - 


a a 4*r t a a -f - 1 1 

ed integrando, comecché fupponefi collante y 1 d /, farà 


a d x ~ 


_ y 1 J t 


cioè a = 


y . — x y -4-.T d x 


y/aa+tt V x x .TfcJW 

equazione che contiene foltanto le prime differenze . 

Si moltiplichi quella equazione per — L , ed avremo 

x x 


ad x 
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a dx y y d x — x dy , . , a 

— — =• — - — ) ed integrando farà c H — — 

xx xx\/xx+jiji X 

1— yf x x — j— y y . Se nella prima integrazione avelli 
aggiunto la collante , farebbe nata la equazione 

— b x d y~\r adx — ^ d x ~ x ^ ( eflendofì fup- 

ì/ x x 4-JJ 

polla collante j d x — x ) , la quale divifa per xx, ed 

integrata dàc-i — ? a — — y/xx-j-jj. Si voglia 

X X • 

integrare la equazione xddx-\-dx z =: — , 

a* 

in cui dy è collante. Si ponga x d x = /> dy ; dunque 
farà xddx-\-dx z — dpdy^ e follituendo far hdpdy 

— JP t dy i . — a*dp • . , 

— — ) cioè — — - — z=ydy, ed integrando 

, xdx 2 a* . 

— y + dunque />=— — = ;edxrfx 

P *y yy-hb 

2 a* d y 


yy 


Sia la equazione y — «,rf3x + « — x. d*y 

-4 - dy d d x — d x d d y — o , in cui neffuna fluflione lìa 
prefa collante. Si faccia y — x — -p fatte le foftituzio- 

ni lì otterr à x — p — a . d 1 x -f- a — x . d 1 x — d 1 p~\- 

^ d p . d d x — d x . d d x — d d p — o j la quale , 
tolti i termini che li elidono, fi converte nella feguen- 
te x d* p -}- d x d 1 p — p dì x — dpddx — ctdip) ed in- 
tegrando larà x d 1 p — p d l x~ a d l p) e dividendo per 
Tow. II, LI p p 
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— p p , ’ed integrando farà — = J — . II nie- 

P u ' P 

todo delle foftituzioni non è univerfale , e richiede^ 
una particolare indullria ; giova alle volte oflervare 
quali fono i termini, che ammettono integrazione, 
ed in feguito porre il loro integrale eguale ad una_« 
nuova variabile ; in quella maniera li può fare fpari- 
re dalla equazione qualche indeterminata ; alle volte 
giova moltiplicare quella variabile in maniera , che_# 
fatte le foftituzioni fvanifcano quei termini , che im- 
pedifcono 1’ integrazione. 

IX. Al metodo delle foftituzioni fi riduce anco- 
ra il metodo chiamato della dimidiaiafepar azione ; che 
adoperato con induftria alle volte riefce affai felice : 
fe ne veda un efempio : fia la equazione 2 + 

d x ti y ~ d y d s ; d s = y/ d x 1 ~h dy* è collante ; Si 
difponga 1’ equazione nella maniera , che fegue 

d x . ( ^ - ~ V -f- — ^ = — , d r j olfervo , che la quan - 
V d x z y / zy 

tità — H — -è integrabile col mezzzo dei loga- 

dx zy 


ritmi ; la pongo pertanto rr — , onde integrando fia 
V 

j> d r — d x ^ j,( rfrè la collante aggiunta all 1 inte- 
grazione ); farà d x — fi faccianole foftituzioni 

V y 

. _ t> d f d v d y d s 

nella equazione propofta farà r__- . JL = ; qtun- 

y/ y 


di d p — 


—2- , ed integrando p — y/ y 4 - a , 
2 Vy 


e per 

ciò 
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ciò d X y/y — d f y/ y + a d s ; che è 1 * integrale del- 
la propofta equazione . 

X. Non li dee paflare lotto filenzio il metodo dei 
coefficienti indeterminati . Sia la Equazione 
4 t dy t 1 d dy . . j t 

~y d~ t ~ — 0 in CU1 ® collante — . Pongo 

1 Zi d t d Zi d t 

3 — “5 eddy — • fatte le foftituzioni ns- 

* * f 

Icerà la equazione 4 = e; offia — dz 

d ' ^ ? 

^"5 J ~h *4 * • -~ — o. Si moltiplichi per m la equa- 
zione di foflituzione dy — —1 = 0 ; onde fi abbia_* 

, m z d t 

may — - — = 0 ; quella equazione aggiunta alla 

prima dà m dy = _ | 5J+4a _ Ma . il ; • 

nffin _^_<l? — dz dt „ 

— — • Se 5J4-4— w.zfof. 

5 7+4. — '«•* * 

fe mulnplo di il prirao raem bro della equa- 

fèronH fare T bbe , JnCe grabiI e coi logaritmi, come lo è il 
f. 0 \ n ^ ue ca ^ abbiamo la predetta condizione, 
ponen o m — 5 , ovvero m — — 1 ; nel primo cafo 

aboiamo Ì1 } e j integrando 5 j — * 

— ~~ t ; nel fecondo cafo fi trova ~ j± } 

ed integrando j + aggiunti i’^due integrali 

l- 1 2 avre- 
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avremo óyrzzbt» — ; che è 1’ integrale della pro- 

polla equazione . Quello metodo nelle noftre foftitu- 
zioni li etlende alla equazione generale a x b y -\- 

c d x — f- n dy 1 - f d d x -j-r d d y — r. . _j_ 

dt dt * ~ 


hd r x-+- K d r j—-\-T= o; in cui a , b , e &c. fo- 
d t 

no coefficienti collanti ; V ì T fono funzioni di t ; d t 
fi fuppone collante . Il metodo però efige , che fi ab- 
biano due equazioni della ftefla forma , e che in am- 
bedue vi fia la fleffa variabile V. Qui ci tratteniamo 
dal promuovere quello "metodo , perchè i calcoli rie- 
fcono molto lunghi ; ficcome ancora ci alleniamo dall* 
addurre i metodi di rintracciare gli integrali delle for- 
inole differenziali di qualunque ordine per mezzo del- 
le ferie, per mezzo dell’ approfiimazione , per mez- 
zo delle quadrature delle Curve di nuovo introdotti , 
intendo dei due ultimi , dal Signor Eulero nelle fuc_> 
mai abballanza lodate inllituzioni di calcolo integra- 
le ; efiendo cofc troppo fublimi , fpinofe , e lunghe./ 
per cllere efpolle con brevità e chiarezza in quelli e- 
Icmcnti . Lo fteffo dicali dei metodi a priori del Si- 
gnor Fonten , e Conderfet di cui facemmo menzione 
nel libro precedente.il Giovane che vorrà internarli 
in limili ricerche potrà confultare gli Autori ftelli. 


CA- 
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Del metodo di integrare le Equazioni differenziali di qua- 
lunque ordine , le quali , porta cortante d x , inclu- 
dono d n y a prima potertà , e qualunque • 
potejlà di x , di dx, e di d n '*- l y . 

I, ✓”^Li Analisi vedendo efler cofa affai ardua, per 
vJ non dire impoffìbile, 1’ afiegnare metodi per 
integrare qualunque eqnazione differenziale di qua- 
lunque ordine , che vèrga propofta; fi, fono rivol- 
ti al folito ripiego di Vfeg nare almeno il modo 
di integrare alcune equazioni che fi poflono ri- 
durre a certi canoni. Noi fceglieremo le principali, e 
le più adattate al noftro fcopo . Sia la equazione^ 
d" y — x M - f- N; in cui prefa collante dx , M ed N 
fieno funzioni di dx, e di d"'*~ 1 y pongafi d** l y~ 
t d x n 4 * 1 , integrando farà d n y z=. d x“ f t d x ; efeguita 
la follituzione , avremo la equazione d x n f t d x — 
x d x* f-hd"xQj la quale farà divifibiie per d x",le 
quantità P , f^lT - ritroveranno date per t e collanti ; 
dunque farà f t d x — x P -f- £)_, e differenzia ndo a - 

vremo t d x = V d x x d P -f- d Q^; oflia t - — P - 
dx — xdP-trdcy, equazione in cui fi fanno fepara- 
re le indeterminate per il num. 6. del Capo 6. del 
Libro 2 . Dunque farà data x per t , ovvero t per x. 
Per ritrovar poi y data per t , ovvero per x, “in- 
tegri la equazione d n y —dx a ft d x , ed avremo d y 

— dx n - 1 fd xft d X , e di nuovo integrando farà 
d”-*y = d x”- 1 fd x fdxitdx, e cosi di feguito fino 

a tanto , che fia d n ~“. y — y —fd x fd x ... -J t d x , in 

cui i legni fommatorii fono di numero w-+-i; nel pren- 

dere 


A x 
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dere le. forame fi deono, come ognun fa, Wi Un pe- 
re le relpettive collanti . Eccone i’ efempio . Sia da 

integrarli la equazione a dìy — -* y )* | l J^j ; u 

cui àx fa collante . Si ponga d*y=ztdx*< dimane 
diy=d xiftd x ; follituendo farà a d xìft d x4=* t*d x* 
*+-bdxi- t dunque aftdxz=zxt' + b, e differenzian- 

do atdx^zixtdt + tidx, olila — = —Ìl e d 

x a — t ’ 

integrando / * = _ 2 /737 + / ovvero^ = 

v'* 

farà pertanto 


* — t , ed a 




1 / A 

a d x — d x V _j ed integrando .avremo dì y = 

5;,** * ^ * i7~ 2 v * ^ pongano ora i valori di 

d y , e d y nella propolla equazione , ed avremo a d x\ 

{B+ax— XyfAZ)z=:xix* + ± + 

b ' 1 * X 

— ^jolTia B‘r + a*x~ 2 a v 'A~x = a 1 x~2axl // - 

-i-^-i-bj dunque B a = A+b, e B — d+t . De- 
si 

terminato il valore di B per A fi integri di nuovo cd 

✓ ■' — 

avremo d*j = dx* .[c-bBx-t- — —LJ* i A ' 


A 

x 


dd). 


ed 
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ed integrando un’ altra volta farà dy~dx. 

i • 

Cl X* l 2.2.2X ì y' A 

~ 


(^E + Cx+ + 


2 • 3 


h 


C x* 


finalmente integrando farà y = F-f- E x-| [- 

. - 2 

7 

Ex* a x* 1.1 .1.1 x 1 J A . - 

1 . Quella equazio- 

2.3 . 2 • 3 ; 4 3-5-7 

ne, fortituito in luogo di B il fuo valore, è 1’ integrar- 
le in termini finiti della propofta equazione . 

II. Ancorché nella equazione fi ritrovi la x a_. 
qualunque poteilà , purché d"y fia a poteftà lineare , 
ne fianvi altre poteilà che del differenziale d"+ l y Tem- 
pre la equazione fi ridurrà ai primi differenziali col- 
la fletta fortituzione . Sia la equazione d" y 

1 d X 1 " ■* 4 

d**- l y —t d x” + 1 fi tramutala equazione propofta iu 
ftdx— ^x*-\-at+; e differenziando tdx — 

1 x 3 d x-4- 2 a O dt , ' , . . 

; la quale equazione elfendo omo- 

y' x-» -f- a r* 

genea , fi potranno in erta feparare le indeterminate 
num. 2. Gap. 6 . Lib. 2. 

III. Se la equazione contenga d tt y i alla ptima_. 
dimenlione , e qualunque poterti di > +l y, d"+ * 7, e 
di x; e d x fia collante, colla fortituzione medefima 
d nm¥t y z=.td x" 4-1 fi riduce a fecondi differenziali . Sia 

la equazione d n 7 = > Facendo 


Mediante la fortituzione 


j x p+i - 1 . »+/•+•** 


la 
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Ji Ir . 

la (olita foftiturioncj fi ritrova ftd x= , 

J'x* 


e diffe- 


qt f d t'-'ddt 


renziando farà tdx=z— 

. J* 1 

equazione ridotta ai fecondi differenziali . Quella fi 
può ancora ridurre ai primi colla dimidiata riparazio- 
ne. Difpongafi effa pertanto cosi dx q+l = t*~ l dt i 

( LÌi + .l£±l) , e facciafi lil+l = cd 
\ * « t J t d t Z ■ - 

integrando coi logaritmi farà t* d t 1 — z d x *• d x 1 

è la collante } che fi dee aggiungere nell’ integra- 

p j_ . 

zione ; dunque farà dx—t 1 dt : z 1 Efeguite per 

fi- *- p 

tanto le foftitirzioni nella equazione , farà t 1 


dr* 


r+ 


d t 1 


p + i 


• * 7 =t p l di <l J z:z dunque t 1 d t — dz , 
equazione ridotta ai primi differenziali , la quale fi può 

integrare ; imperciocché fatto per brevità 


P-h* 7_ 


r— ij 




farà i-f. q . t T — q r z 1 4- A ; onde farà t data per z; 


cd in confeguenza elfendo d x — t * d t: z q ; fi tro- 
verà almeno trafcendentemente x per z; fi ponga o- 
ra il valore di d x e di t dato per z nella equazione 
di loftituzione d" y —d x n ft d x, farà Umilmente y data 
almeno trafcendentemente per la flelfa z , e perciò fa- 
rà nota la relazione delle variabili x . y . 


IV. 
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IV. Se la equazione contenga inoltre col- 

la (iella folìituzione fi ridurrà Tempre ai terzi diffe- 
renziali ; Te conterrà ancora jif fi ridurrà ai dif- 
ferenziali del quarto ordine , e così in feguito . Fat- 
te quelle riduzioni Tpeflo le equazioni così ridotte fa- 
ranno irreducibili a differenziali di 'ordini minori; ma 
ciò come è chiaro non è vizio di quello metodo . 

V. Dalle cofe qui fopra dette fi comprende ab- 
ballala j che non è totalmente inutile , come alcu- 
ni credono, la feparazione delle indeterminate nel- 
la riduzione delle .equazioni differenziali degli or- 
dini fuperiori agli ordini inferiori . Una cofa per al- 
tro è degna di offervazione , cioè che dopo fat- 
ta la feparazione delle indeterminate , e ritrovati 
ambedue i membri della equazione dipendere da in- 
tegrazioni trafcendenti , può alle volte accadere-» j 
che la equazione ammetta integrazione algebraica; 
come fpeffo avviene , quando fi integrano ambe- 
due i membri coi logaritmi ; oltre i cafi dei loga- 
ritmi ve ne fono altri moltiflìmi in cui avviene lo 

fteffo . Sia la equazione — ^ x . — - ? - ; ambe- 

y'i— XX y/i—yy 

due i membri della equazione fono integrabili colla-, 
quadratura del circolo ; e ciò non oftante la equazio- 
ne ammette integrazione algebraica ; imperciocché chia- 
mato 7T 1’ arco appartenente al feno x , quello ap- 
partenente al feno y, farà dn—dcp; onde 7T:= Qj-h 
a è 1’ arco collante , che fi dee aggiungere nell’ in- 
tegrazione ; dunque farà Sc.rc—Sc<$ C c a-\-Sc a Ceto 
per il num. 7. Cap. io. Libri j. T. 1. ; e perciò fa- 
rà x —yCc a 4- S c a y/ 1 — yy; equazione algebrai- 
ca , che foddisfà alla propofta equazione differenziale. 

Tom. 11 , M m Se 
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Se foffe fiato 


d x 


n d y 


v/l — xx y/i —77 


fi farebbe trovato 


x — S c n (p C c a 4- S c a j/i — S c » Cp ; e comecché 
abbiamo Scu(p dato perSr<p = 7 algebraicamente 
quando fia « numero razionale ; dunque quando « fia 
numero razionale avremo una equazione algebraica , 
che farà 1’ integrale completo della propofta equazio- 
ne differenziale , quantunque ambi i membri fieno in- 
tegrabili trafcendentemente . Sia queft’ altra equazione 
d x 


d x 


in cui ambedue i 


\/ ( 4 f b J -HO* 4- ej 3 4- *» ) 

membri della equazione - non fi fanno integrare ; anzi 
fembrano richiedere quadrature affai alte ; ciò non o- 
ftante effa à 1’ integrale completo di quella forma-. 
et + (2 { x -\-y ) -hff ( X x-+-j y )-Hp xy-\-\ ( x 2 j-f-j 2 x ) 
-f- co x 2 j/ 2 = o ; per vedere ciò fi differenzi quella e» 
quazione , onde fia ( fl-i-nrx-\- (txy-\-yy) 

-4-ZWXJ7 2 ) <fx4“(/3+2 , *j-f-<jpx-f-X(2j x-f-x x) 
+ 2mx 1 j) dy = o ; fi trovi ora col mezzo della e- 
quazione algebraica il valore di x , dato per j, e fi 
collochi nel primo membro di quella ultima equazio- 
ne differenziale, il quale membro fi ordini per y ; di 
poi fi trovi nello fieffo modo y per x , e fi collochi 
nel fecondo membro della equazione , il quale fi or- 
dini per x, e fi vedrà facilmente nafeere una equa- 
zione differenziale della fteffa forma, che à la propo- 
fta ; dal paragone poi di quefle due equazioni differen- 
ziali farà facile determinare le collanti dell’ una per 
le collanti dell’ altra . 

CA- 
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Tifila Integrazione lidie Equazioni differenziti li 
di qualunque ordine , (he contengono 
una variabile , 

I. ■pArleremo nel preferite Capitolo fpecialmente del- 
JL le equazioni differenziali di fecondo grado ; e 
noteremo quando i metodi, che vagliono in quelle, fie- 
no applicabili alle equazioni differenziali di gradi fu- 
periori . Supponiamo in primo luogo, che porta coftan- 
te d x flavi nella equazione la fola x; fe facciali 
dy zzpdx,ddyz=.dpdx, efeguite le foftituzioni ot- 
terremo una equazione differenziale del primo ordine 
fra x , p , d x , d p . Sia per efempio la equazione^ 
a* d dy -4- b a x d x l -f- x 3 d x* = a c xdydx ; pongali 
ad y — p d x , ed a d dy — d pd x foftituendo e divi- 
dendo per dx farà d 3 d p-)- b a z d x -+ x 3 d x — c x p d x. 
Quella equazione fi può ancora integrare dal Capo 6. 
num. 6. Libro 2 . Se nella equazione, in cui vi è la 
fola x, non fi folTe prefa collante alcuna ; fi dee tra- 
sformare la equazione in un* altra , in cui fia collan- 
te d x , ed applicarvi in feguito il metodo fopra ef- 
porto . 

II. Se nella equazione differenzio-differenziale , 
in cui ertile la fola x, fiavi collante dy , porta dy 
zzipdx) farà o — dp d x-^p d d x ; dunque d d x zzz — 

; foftituiti nella equazione differenzio- di fferen- 

P 

ziale i valori di d y , e d d x , fi ridurrà alle prime dif- 
ferenze. Sia per efempio la equazione Xx 3 dy 1 =zdx* 
4- * — x d d x , colle predette foftituzioni quella fi 

M m z ridur- 
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x d p 


ridurrà X x* p l d-x z=p*dx-{-dx-{-- 

V 

che contiene i foli primi differenziali . 

III. Se la collante della noftra equazione foffe u- 
na funzione di x, e dx , fenza contenere jy , d y; li 

1 >onga fimilmente dy eguale a p moltiplicato nell’ e- 
emento collante) c lì operi come fopra.Sia la equa- 
zione 2 a 6 dy d dy — * ■ - ^ ^ * — 2 b x* d x d d x ; in 

x 

* . • 

cui fia prefa collante xdx\ fi faccia dy= ? , 

a. a 

■ > x d x 

farà ddy=:dp j inoltre avremo dx*-{-x d d x— 0, 


a a. 


d x x 


e perciò ddx — > follituendo quelli valori) li 

X 

- 2 a z xpdp — a 1 p 1 d x 

otterrà la equazione - - =zi b x dx; 


X X 


integrando farà f_L = b x 1 4- c : onde p — =r 

-, x x dx 


y/ b x* -\-c x 


; e di -nuovo integrando farà 


j 


3 =f-r ■ 

a* — 

IV. Se poi la collante lia una funzione di x y d x t 
dy, fi potrà efprimere così Pdx-+-Qjdy dove F , 
fono date per le fola x. Pongali dy — pdx;(2xkddy 
^=:dpdx-)rpddx', e moltiplicata d y — p d x per 
farà QJLy — Q^pdx; e perciò QJy-\- P d x=zQj d x 
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J^P dx, e differenziando il fecondo membro di que- 
lla equazione farà Qj> dd x-+- P d d x -|- Qd p d x 4- 
p dx d X>4- d x d V — o ; giacché Qjly^ -f- V d x fi fup- 

pone collante ; onde ddx=z — d x . , 

Si foftituifca il valore di dy,ddy,ddx nella equa- 
zione , e fi avrà una equazione differenziale di primo 

grado fra x , p. Sia la equazione x4-i . dy d dy — — 
Sx^rfx,incui fia coftante 1* elemento a d x-\- x d y ; 

farà V , Pp x ■ onde d d x — — d x . } 

e perciò eliminando dalla equazione dy , d dy d d x 

farà x 4-i . ( — p*dx-\-apdp') — p dx — xd p — o. 
Se finalmente la coftante fia una funzione di x,y , 
dx y dy il metodo per lo più è mancante. 

V. Il metodo di cui fin ora ci fiamo ferviti è ap- 
plicabile ancora a ridurre le equazioni differenziali di 
qualunque ordine. Supponiamo in primo luogo, che_, 
nella equazione differenziale del terzo ordine manchi 
lajy; mediante la foftituzione dy—pdx , ( parlo in 
fuppofizione di dx coftante.) fi ridurrà effa ad una equa- 
zione di fecondo grado fra x , p , dx, dp ; e comec- 
ché quefta contiene le due variabili x, p, non amet- 
terà generalmente parlando altra riduzione ; fe poi 
nella prima equazione non efifta la variabile x , ov- 
vero il differenziale dy , allora nella equazione ridot- 
ta vi farà la fola p, ovvero la fola x; quindi la ri- 
dotta ammetterà ulteriore riduzione.. Sia per efempio 
la equazione differenziale del terzo ordine a x d x 1 d dy 
4- d x di y 4- d x x ddy—d x*4 -bdy* , in cui d x fia 
coftante ; pongali dy — pdx , d dy — dp dx , d*y = 
dxddp-, efeguita la foftituzione , e divifione per d x>, 

avre- 
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avremo axdxdp-{-ddp-\-dxdp~dx 1 -p-bp4dx l 
la quale, non fi può con quello metodo ulteriormente 
ridurre. Se forte £= o } non vi farebbe la variabile^ 
p nella equazione, e perciò fatta d p = q d x , e ddp 
z=d qd x, otterrebbefi la equazione axqdx + dq 

►4- q d x , cioè A X d x-\~ d x — — — -f. — ì cquazio- 

9 9 

ne che ammette la feparazione delle indeterminate . 

Se in vece di b foffe fiato nella equazion propofta_* 
a — o; nella equazione ridotta fra x, p, la variabile 
x non comparirebbe; onde fatta d x — qdp; e per- 
ciò ddp = — tULl j efeguite le fofiituzioni nafcereb- 
9 

he la equazione differenziale del primo ordine -f- 
q 2 dp —qi dp b p* q) d p . Avvertali di non prende- 
re quelle riduzioni per vere integrazioni , perchè quan- 
tunque quella ultima equazione lia del primo ordine , 
ciò non ottante per avere la relazione fra in ter- 
mini finiti oltre 1* integrazione della equazione pre- 
detta , vi vogliono due altre integrazioni ; fuppongalì 
pertanto ritrovato col mezzo di quella ultima equa- 
zione q per />,onde fia q = P , funzione di p; comec- 
ché abbiamo dx=zqdp ì farà d x—P dp ; ondec-t-x 
J'I’dp ; con quella equazione fuppongafi determinato 
p per x ; onde fia p — X funzione di x, farà dy — 
pdxz=zXdx, e perciò f-\-y = /X dx ; fe poi fofii^ 
dato p per q ; onde fia p =. (^funzione di <7 , e (Tendo 
d x -=zq d p , farebbe dx = qd Q, e c-h * = / 9 d 
= jQj7 — J Qji 9 i onde farà x funzione di q , ch^, 
chiamo Q^ f - effendo dy = pdx, farà dj—Qdrycd I 

jf-f -/= f Qd Q^; onde tanto j quanto x, farannoBa- 
te per 9 ) e perciò farà nota la loro relazione . Quel- 
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lo che fi è operato per le riduzioni delle equazioni 
differenziali del fecondo , e terzo ordine , ci infegna 
come dobbiamo regolarci per la riduzione delle equa- 
zioni differenziali degli ordini lìiperiori. 


.. CAPO V I. • 

-*.Dclle equazioni differenziali di qualunque ordine , che 
contengono due variabili, 

I. t E equazioni differenziali di ordine fuperiore al pri- 
.Lmo che contengono due variabili fe faranno comprefe 
nei tre feguenti canoni fi potranno Tempre ridurre. 11 ca- 
none primo abbraccia le equazioni , differenzio-differen- 

ziali di due foli termini efpreffe dallaformoladx'"^x r 
~y n dy'- 1 d d y, in cui dx è collante . Per ridurre que- 
lle equazioni fi ponga x—c htt ì ed y—e"t; farà dx 
h d u e ' “ , d d x — b 1 d u 1 e h “ -)- h d d u e =: o ; 
onde ddu — — hdu 1 ; fimilmente farà dy=zdujt"t 

-^-d f e“ ; zddy — ddt-\~zdtd u-\-t d «*-+-/ ddu, x e" j e 
foftituito — h d u 1 per d d u , farà d dy ■=. . 

d dt - f- 2 d t d u -f- i — h. t d u* xe u ; fofiituiti per tanto 
i valori di x } y } d x , d y ì d dy dati per » , t nella-. 

equazione propofla rifulterà a e m r h r d u r z=.e n 


n ) — 1 ,« 


J- 1 


t” xd t-+-f du x d d t -\~ zdt du~\- i — htd u r . Efl en- 
do b arbitraria fi finga quella equazione h . )«4-r = 

n-f-r — i j farà b = onde ritenuta per 

m -+- r 

fem- 
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femplicità la lettera fr, farà a ,b d « — t n xdt-^tdu^ x 

Adt-+.zdtdu-±-t--b.t d-u'i equazione differenzio- 
omerenziale , che contiene la fola variabile t e per- 
ciò riducibile pel Capo precedente. Sia xdxdy— 
7 d dy in cui d x è coftante ; farà xdx = yd y-'dd y 
paragonando quella equazione colla formoìa generale 
; ntrova «= I, r=i , »=t, A = l; on- 

tle la equazione propolla li potrà ridurre alla feguente 


(ì li 


% d t -j- t d u — t . d d t 2 d t d u — | - — Colle 

* -• 2 

foflituzioni xz=e^ , y=ze u t. Si ponga ora ju = zdt t 

farà d d u—d z d t-j-z d d t ; ma abbiamo ddu— ^ “ } 

z 

per effere d x collante; dunque farà — L^l—dzdt 

. «• • * 2 

-4- z> d d t ; ollia — ■ — — — Azdt-\~zddt ; onde 

2 , 
j , . * d t 2 d z , 

d " f — ~ — dt ; fi follituifcano nella equa- 

zione trasformata in luogo di du , ddt i valori loro 
dati per z , dt; diverrà elfa z z d ? 


2 . z> t d t 

^—zzdt-+- 


I —j— f z» 


2 ^ * ; cioè farà ridotta alle 

prime differenze . 

**• ^ fecondo canone comprende le equazioni o- 
mogenee di qualunque ordine ; cioè dando a ciafeu- 
na variabile j cd * ciafeuno differenziale di qualunque 

ordi- 
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ordine una dimenfione , al fecondo canone appartcr* 
ranno quelle equazioni differenziali, nelle quali la fom* 
ma degli efponenti delle variabili , e dei differenziali 
in ciafcort termine è la ftefla. La- Z=® rapprefenti 
una equazione omogenea di x, y, dx collante, dy x 
ddy &c., ed » denoti il numero delle dimenfionipee 
ciafcun termine j fi ponga dy=pd x,d dyzzzq dx\ 
dj y — r d x* ; fatte le fofiituzioni , mediante la divi» 
fione per la conveniente potefià di d x , fpariranno i 
differenziali dalla Z , e rimarrà Z funzione di x, y t 
f j £ » r &c. , la quale relativamente a quelle varia- 
bili non farà più omogenea ; perchè p è fiata foftitui- 
d y 

U ^ Cr dx J P crc ‘ ò * a ^ ua fi dee compu- 


tare o ; la dimenfione di’ q fi dee computare ~ r. 

d d v • 9 

perchè q è fiata foftituita per che à per dira en- 

d x x 


fione — j , giacché nella noftra equazione Z = o ddy 
.fi computa di una dimenfione ; così r fi confiderà di 
dimenfione — > 2 , s di dimenfione — 3 &c. ,* fi divi- 

da ora la equazione Z — 0 per x";ondc fia — — oì 

... 47 x n 9 


quefta equazione diverrà una funzione di x, , p , 


q X , r X* , / x» &c. ; perchè pofto x“ y$ p A q* &c. 
un termine della equazione farà M = ir 

, X non fi dee computare èflfendo la dimenfione 
di p eguale a zero,7r fi dee prendere negativamente, 

perchè <7 fi dee confiderai come — ; onde tal ter- 

? 
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mine rifpettivamentc alla equazione = o fàrà 


j ora quello termine , come c chiaroj 

, , . . .. • / - ... : 

i un prodotto di ( i- V 3 , f , (f x) i io fteiTo vale 
4i tutti gli altri termini della equazione - — = o; dun- 

V ■ 

que quella equazione è una funzione di JL , p, r, 

a « a 0 

_ 5 f S' r . d x d u 

&C. ; fi faccia x=e a J==* «,fara — = — , 

9C % 

d* 

ed y = v u , onde iy ~k d u-\- u A -L = p — 

♦ • T 1 * - ■ 4x‘. 

se d u 4* u d x -vi . ■■ — — 

~ — *~h": e perciò d t — d , t-{- u ; m a 

d x 

il — q i dunque * x =. ed elTendo ; 

dx 7 dì c dx du 

perciò « ~ df t eflendo poi r = , farà »• x* 

du d x 

~ ± ~~.xdq‘ } ma è X d q — d (q x) — q t X* 

d X i x 

f . dLjt ** *■ i 

dunque rx l = — rf(fx) — cosi r= * * 3 — 

^ |i ^ 

x»d>*; ma x*d r = /*( r x l ) — 2 r x<fx; 

• dx ■ dx * 

dunque s*t= . d (r x*)— •* r x* &c. j ora fi ofTer* 

...7 fi 
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vi, che-^- = «, che = che q x è data per 

a . - *r 

f, du y dt; che r x» è data per f, du , rff, 

dunque efeguice le foftituzioni di quelli valori 
* 2 ' - v 

nella equazione — =o t verrà elfo una funzione di 
>; • f • i -• : ■** * 

t , Uydtti dt ,d d u , d d t &c. , è farà di un gradq. me- 
no della- propofta ; perchè fe in Z il differenziale pi* 
alto c per eferopio dì j , effendo dì y = r d x* ; 

— = c farà una funzione di — , p , q x , rx l , v 
x" • * 

foftituendo in —=zo i valori di quelle quantità dati 
*’ Z 

per r , «, e loro differenziali farà ~ —0 funzione 

di W, t, duydtì ddu , ddtit perciò la equazione 

— data per le variabili « , 1 , è di un grado più baffo 
x* 


della fteffa equazione data per le variabili x, 

rfj 

III. Sia per «fempio la equazione > 


4- x* + a" xJ ^ &c. ; quella equazione è 
‘ d x 1 d x* ' . ' . . * 

omogenea, e di una dimenfione,' fi divida dunque ct- 

fa per x, e lì foftituifea p in luogo di f inluo- 

go di & c. nafeerà la equazione ? * 

*• « X* . J x 

4- «" r x* = 0 ì porta per tanto = * > è x ss e - 

N n a farà 
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farà p = u-t-t> q x= -i- • dt-^du , r x* =: L~ . x 

du d u 

d( JL % dt + dn] — 4 - . dT-\- dui dunque foftituen- 

\du / du 

do farà «-+-<*. «-+- 1 4-«‘ « dt-t-du 4- d"J—, x 

d u du 

dii-. d r-f- /» \ — -1- . 4*4-d» &c.=c;equa- 

\du . / «« 

zione in cui i differenaiali fono a un grado minore 
della unità in riguardo al grado della propofta . E' fa- 
cile offervare , che la equazione data per t , ed « fi- 
milmente è omogenea , eflendo di una dimeninone ; dun- 
que per lo ftelfo metodo farà deprimitele ad un grado 
inferiore d’una unità . Se le equazioni omogenee u pof- 
fano deprimere fino al primo grado, e in tal gra- 
do rimangano ùmilmente omogenee farà fàcile trova- 
re il loro integrale in termini finiti pel Teorema del 
Signor Fonten efpofto nel Capo 8. del Lib. a ; di cui 
non rincrefca qui vederne la dimoftrazione . Sia F u~ 
na funzione omogenea delle variabili x , y , z. &c. 
Facciafi y — mx , z,= »x &c.; la funzione Ffi con- • 
vertirà in un’altra di quella forma F x 4 , in cui a è il 
numero della dimenfione, alla quale afeendono le va^ 
riàbili nella funzione F; ed F è una funzione delle 
nuove variabili m , » &c.; dalla quale è chiaro, che 
retta efclufa la x . EOendo dunque F = F x 4 , diffe- 
renziando avremo dFz=z a x 4 - 1 F d x 4- x 4 i F , e in 
d F’ fi conterrà bensì dm, in &c. ; ma non già dx. 
Dovendo poi effere il differenziale a x 4 ~* d* F 4-x 4 d F 
identico col differenziale R d x-\~T 4 y 4- Z d z &c. 
della funzione F, quando in etto fianfi polle in luogo 
d» 3 ) z &c, le nuove quantità m x, h x &c. , ed in 

luo- 
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luogo di iy , i z &C. gli equivalenti njx-f-x/Mi, 
n 4 x-f -xdn &c.; dunque fatte quelle foftituzioni avremo 
X d x -f- Y m 4 x -f* Yx 4 m -f- Z n i x-f- Z x 4 n Are.. — • 
m x*-' F 4 x -f-x* d F \ Dovranno pertanto quefti dif- 
ferenziali corrifponderfi termine per termine , e farà 
****** F = X-4-T M-f-Z» &c. , e foftituendo in luo- 

go di x«- l F il fuo valore — , (giacché eficndo F=; 

A • 

* J7 ' 

F x- , utà— - rx tf -iF),e in luogo di m.w&cfi loro vaio- 

ri — > — &c. farà finalmente moltiplicando tutto per 

* > * X x-f- T y -f -Z z &c./ come ; appunto fi alfe- 

rifee nel citato Teorem*. ’ > • ■ _ 

IV. Finalmente le equazioni del terzo canone fo- 
no quelle , le quali fono omogenee rifpettivamente ad 
una variabile colle fue differenze . Quelle equazioni fi 
diftinguono in due fpecie; altre fono omogenee in ri- 
guardo alla variabile il di cui elemento è c ollan te j. 
altre fono omogenee rifpettivamente alla variabile, il 
di cui elemento è fluente . Prendo in primo luogo u- 
na equazione omogenea della prima fpecie' , la quale 
contenga tre termini Fx m 4y m -f •Qx m ~" 4 x" dy m ~*‘ l ~ n 

— dx a iiy i in cui 4 x è collante , e la fomma degl? 
elponenti di x, e di<f* in tutti i termini è la fteffa , 
r e Qjono funzioni^ di y . Pongali x —e‘, farà dx~' u du, 
— e ‘ " d « l -f. e u 4 4 «== 0 , per fuppofizione dunque* 
— du*y foftituiti quefti valori di x, <fx, ddu 
nella equazione propofta, e divifa per e w “, diverrà 
effa P <f j '”"* 1 4 _ qj u " dy m -* l ~ n —d u m d dy ; equazione 
mi cui manca una variabile ; fi faccia adunque d u—z dy r 

ftià d iu~ÌKdy+zd 4 j~ —4u\ dunque 
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— - iSJdL si 6- * d y* — **i l ; /oftituitr- i valori di 
% % 

duyt ddy > avremo la equazione F dy + Qj>" dy 
2 =. — z m + J dy — z m ~ l dz; la quale non- contiene fc 
con fé le prime differenze . La fletta equazione fi fa- 
rebbe trova» , fe da principio fi foffe fatta Ja foftitu- 
zione e s * d J =,x . Diamo un efempio della propofla_. 
teoria. Sia da ridurli la equazione a d* dy — x dy z Ss 
xyddy ; pongali x — e s * d > , farà dx — zdye Svi 3 i 

c dd x±zo — z* dy 1 e y * *y -i- z d dy-\- d z d y e s * *3 j 

dunque ddy — — — z dy 1 ) foftituendo i valori di 
/■ ~ * 

X j c 4 x , e d dy, e dividendo per e * * avremo # * dy* 

V l/ X ( / 7 »• i 

. — dj* r= — jy z dj l ; onde a z 1 4 -yz* . d yzz 

zdy — ydz- Equazione ridotta ai primi differenziali, 
la quale fi integra facilmente , perchè avremo dy 
_ z dy - J! dz . ont j e integrando farà + 

y 

— € Z — 

z 


y __ 

z 


' i X ■ ' , ■ 

• ... , perche 


. 2 b-t- i ay +y\ t> : X 4 Jh • 

abbiamo * zze***’ • j ~ v \ ìuj .v, r> ; 

V. Se poi la equazione è oraqgenea tifpetrivamen- 
te alla variabile, il di cui elemento fia fluente fi ope* 
ri nella maniera che fegue.Sia l’equazione P x ,n dy’ 4 "* 1 
Qx w ~* d x” 4y m ~ n ~? 1 = d x m ~ l d d x , in -cui 4yè co- 
ftante » e la equazione è omogenea rifpc« ivanientc 
la x , dXf d dx . Facciali x^zc s * d 3, &tkd'*—Z dy 
e d d x~z i dy i * s ***•+■ dz dy &*?*;. i foftituenda, e 
dividendo per c mS *- d * farà P dy m + l -{-Qjc.*dy m ~+ I — 
z 4 z 4y m , e dividendo per dy m (zri 

Pdy 
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f j y 4- Qj,° dy — a»*** dy •+- *.*”* d z . Sia per efem- 
pio la equazione P x 1 d y* 4- Q* d x d y x — d x d d x , 
farà m = 2}»=i; dunque folutuendo nella equazio- 
ne ridotta farà V dy 4- Qz d y = z^dy 4- « d z / duri* 

que ■ — - " d y , Collo Hello metodo le e- 

M P-+- - * J 

quazioni differenziali del terrò ordine dotate delle^ 
ftefle condizioni fi riducono al fecondo ; quelle del 
quarto al terzo , c così delle altre di ordini fuperio- 
ti .. 

CAPO; V I I. 


• • »« r ■ j * 

day- 

Dell*. Integrazione dell 4 Equazione X==j4-—--^J 

. < * d JC. y 


4 


Ì ddy,cdìy 
dx* ' dxì 

/» ffci x ^ cojlante .. 


I. QUppongo in primo luogo tutti i termini di que- 
O fta equazione prefi feparatamente eguali a ze~ 

io , eccettuati i due- y 4- cd inoltre 4 = — 1, 

J .dx 

onde fiajrfx— dyzz», farà dxzz — ; cd integrando 
avremo x — l—; A è la collante aggiunte nell’ in* 

i' a ' . - 

K « 

tegrazione ; e perciò A e* =7. Se aveflimo voluto in- 
tegrare la equazione y dx-\- dy=.o , fi farebbe ritro- 
vato A e~* — y .. 

II. Sia ora da integrarli la equazione y d x*—d dy^zo; 

cioè 
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cioè nella equazione (i) fi Appongano tutti i termi- 
ni prefi feparatamente eguali a zero , eccettuati i 

due j 4- b jL^l > inol tre * = — . i . Pongo > = r»» 

» . ^ X U M H* f , . * " ■ ~ J * 

b è. una collante indeterminata , farà dy~t b *b dx; 
C d d y = e b * b x d x 1 ; foftituenda i valori di y , ddy 
nella propofta equazione , e dividendo per e* * d x x , 
avremo i — è 2 z=<7 ; e perciò h — db i > onde fe faremo 
yzzzA e x i y = B e~ x ì avremo due equazioni , che foddis- 
fanno alla equazione propofta , le quali equazioni pertan- 
to fono due integrali parziali della propofta equazio- 
ne differenziale , giacché ciafcuno contiene una fola 
«ottante ; al contrario l’integrale completo ne dee conte- 
ner due, per eflere 1* equazione propofta differenzia- 
le del fecondo ordine . Si ponga ora y ~ A e x +Be~ x , 
troveremo d dy=z A e x d x* -f. B e~ x d x* , e foftituen- 
do quefti valori di y , e ddy nella propofta equazio- 
ne, farà A i" d x x -\-B e~ x d x 2 — A e x d x 1 — B e~ x d x* 
= cioè o = o; dunque alla propofta equazione fod- 
disfà ancora la equazione finita j-Ae x ~\-Be- x , la 
quale includendo due collanti farà 1’ integrale contr 
pletcv della propofta equazione . Se fi foffe propofta da 
integrare la equazione ydx z ^-ddy — o ì fi farebbe 
ritrovato collo ftelfo metodo il'fuo integrale compie- 


tO J/ _ A C V — » J AULÌ Vi gWIIVIttUUW 

te vero, che foddisfacendo alla equazione y ■ 

Hh b = o ( L ) gP integrali parziali 

y y—h y ~" & c " v * foddisfaccia ancora l’ inte- 
grale y~oL r -\*- u &c. ; imperciocché foftitui- 

ti » valori delìi integrali parziali moltiplicàti rifpetti- 
i. m yamen- 


anzi è generalmen- 


\ 
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vamentc per le collanti a,{$, fi &c. fi avranno le e- 

tir m b ddr p 

quaziom ti r -4- et a rj- «+• et — — oec. — », (3< + 


•fi &+*/» T* 

&c. z=.o- t unite quelle equazioni fi avrà a r + /3'r-f- 
a dr-+-(2dt-)-[xdu , ctddr-^fiddt-ì-iAdtiu 

• .-~+-w — ■■ — i — ■ ■ ■ 


. fAK-H* 


d x 


dx 1 


&c. — 0 \ ma il primo membro di quella equazione li 
ottiene ancora foftituendo nella equazione (L) « r -t-f3 $ 
c. in vece di y\ dunque quello valore di jr 
manderà realmente la equazione a zero, e perciò farà 
integrale della equazione predetta ; farà poi comple- 
to , Te contiene tante collanti arbitrarie , quante uni- 
tà fi contengono nel numero, che efprime 1* ordine dif- 
ferenziale della equazione . 

HI. Se fi proponga da integrare y d x" — d"j=o, 
ed y d x"4- d n y = o , fi troverà che per aver 1’ inte- 
grale completo della prima converrà rifolvere la equa- 
zione i — b H =zo, e della feconda i -\-b n —o . Sieno 
le radici delle equazioni i+fi", 7 r, (p, X &c. in nu- 
mero », farà 1’ integrale completo della propolla equa* 

zione differenziai e y — A * -+- B x -\-C e*-* &c. ; 
giacché le collanti in quello integrale fono « di nu- 
mero , che è appunto il grado della equazione diffe- 
renziale. .. - 4 

IV. Nel rifolvere il binomio i; bh*z=zo fi incon- 
trano radici immaginarie ; con un efempio faremo ve- 
dere , come dobbiamo da quelle liberarci . Sia__» 
da integrare la formola y d x * — d ì y—o 7 col mezzo 
della follituzlone y=zt b * troveremo, che conviene ri- 
e Tem. IL O o f°l* 
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folvere per ottenere 1* intento la equazione 1 — -£J=ro 
Le radici di quefta equazione, come ognun fa, fono 1 , 

7T~ , 1 — - , — - — —— — - ; dunque l’ integrale com- 

pleto della noftra equazione differenziale farà y~Ac* 

0*0 0 j —M 0 —0 

* = A e*-h e * * 


( 0 V J — 0 V 3 \ 

-r— . *-* — - — 

Br 1 4- Ce 4 . A 


c- D M 

Si ponga B = — - 


4 


*1=,^ " *=,**«*“ 

1 2 /-« 

— * , 


— f 

4-Ce ==— ^ * a 4-» ^ + 

Ora io dico 


> - 

N ^7 ^ a e “T ^ ) . 

/ _ 


2 V'“ I 

-7- ' "3 . V _ X 

che • 


4- e 


**■ * ■ vj • v - 1 


no dell* arco 


2 . 

*vl 


, è eguale al coffe- 


> e che 


v 3 v — x 


-7- *'? ^ - X 


è eguale al feno dell* 
_ i v/— *•• •- _ 

arc0 ~ Vi i . Per dimoftrare ciò pongo — ^ z= q? , il 


2 


w. 
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quale pofto che denoti un arco il cui feno fi a u , fa- 

xà d Cp = - - > e perciò depy/ — i = _ = ^__ = . 

|/l — uu ^ I — w u 

fi moltiplichi , e fi divida il fecondo membro della 
equazione per « y/ — 1 y'i — uu; farà 

( -f- d u ^ — 1 V' ( « ^ — i -f- y'i — u u ) 

\ ^ 1 — u u J 

= dep >J — 1 ; ed integrando / » y/ — 1 -+- y/i — u u 
~ y/ — i , e paflando alli cfponenziali u ^ — 1 -|- 

y/l — U UZZZ. fi ^ *5 oflìa ^ * — « y^ — 1 — ' 

y/i — ««; ed alzando a quadrato farà e 2 . 

. — - <W — 1 - 2 & v/ — 1 

2 « y — i e T ’ == 1 , ofiia e T v — 1 =: 

2 u yj — *, c dividendo per 2 y/— x fi ^ 1 , 

fiV~_ 

farà u — ; b vero adunquo 

2 y/-I 

che, fe <p fia un arco , e u il fuo feno , varrà la pre- 
detta equazione . Collo ftelfo metodo fi dimoftra che 
fe Cp fia un arco e « il fuo cofleno , farà u = 

fi v~ . e — *v~ 

— . Adunque 1 * integrale com- 

2 

pleto della equazione yd x* — dì y—o far ky= Ae* 

M C c .(jj-fNS c . $ . Egli è cofa da noi dimoftrata, 
che il binomio 1 +i" è rifolubile in fattori reali di 
fecondo grado ; adunque le radici immaginarie a due 

O o z a due 
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a due avranno quella forma p±qy/ — r e perciò cia- 
ficun pajo di integrali parziali, che includono imma- 
ginarli , fi potrà Tempre liberare da quelli per mez- 
zo dei feni , e cofleni circolari nel modo fopra efpo- 
fìo . Qui cade in acconcio di olfervare che collo llef- 
fo metodo fi integra la equazione yd* x — g d a y—o ; 
pollo g coefficiente collante x come facilmente fi potrà 
cfperimentare. 

V. Sia ora da integrare la equazione o zzz y 

ady bd d y c di y g d* y . , r .. 

injr-r+W* ponsa 11 foE ; 

to j = e 1 ' .rari iì = b* e . 

J - dx d x x 


= b x ' h *> e 


— — h" e bx ; follituendo dunque quelli valori nell* 


equazione propolla, e dividendo per e ; avremo i+ai 
►f- b h x -+- eh * . . . . ~{-g b a = o; quella equazione avrà 
tante radici quante unità contiene 1* efponente « , cioè 
quanto è il grado della equazione differenziale propo- 

fta;ciafcuna fi follituifca nella equazione y = e b *> eli 
avranno tanti valori di y , quante unità fono in n ; 
ciafcuno di quelli valori fi moltiplichi per una collan- 
te, e coti moltiplicati fi unificano ; farà quella fomma 
il valore di y, che efiprime I’ integrale completo del- 
la propolla equazione: come fi debbano eliminare 1* 
quantità immaginarie, quando le radici dell’ equazio- 
ne in h fono tali, già fi è notato nei numero prece- 
dente . Adunque il nollro integrale non potrà dipen- 
dere da altro che dai logaritmi , o dalla quadratura», 
del circolo. 

VI. Oltre le quantità immaginarie vi fono i va- 
lori 
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lori eguali di b , che meritano di eflere considerati ; 
imperciocché non fomminilìrando quelli , che un va- 
lore folo di y , quindi non fi otterrà in tal cafo 1’ in- 
tegrale completo-, che fi defidera. Per togliere quello 
oracolo fi dee operare nella maniera che fegue.Sie- 
no adunque due valori eguali di b = onde fia h — r 
= moltiplicati infieme farà bb — 2 br-\-rr—o; 

ma polla y = c b * abbiamo pel numero precedente 

h — . h x z=.——i onde folìituendo farà 

y.dx , ydx x> dx* 

— 2 r dy + r ry=o ; ora è cofa dimoftrata che l’ in* 
d x 

tegrale completo di quella equazione fia altresì in- 
tegrale , ma parziale, della equazione differenziale, a 
cui appartengono gli eguali; perchè il valore di y , 
che manda al zero quella, manda al zero altresì que- 
fta; come ciafcuno può facilmente fperimentare*. Al- 
tro non rimane dunque che trovare 1’ integrale com- 

2 r d y d d y r - 

pleto di rry . Sipongaj _ e • z, 


farà — r e rx z--f- , 

dx dx 


_ — — r r e''* 20+2 re' 31 

d x l y 


t J J* — 

_Jl-\-e rx ; quelli valori loftituiti nella equazio- 

dx d x x 

ne rry ■ — — "4- - ■■ ^ = 0 , danno d d z> — 0 j ed 

d x d x* 

integrando farà d a = 7r d x , e z, = 7 r x-f- X; onde fa- 
rà y = 7t x -t- A . e r * \ quello valore contenendo due 
collanti farà P integrale completo . Dal fin qui opera- 
to è facile comprendere come ci dobbiamo regolare 

-nel cafo , che fieno in maggior numero le radici e- 

guali 
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guai! della equazione , in cui fi è fuppofta b inco- 
gnita . 

VII. Quando nella Equazione j-f- 
•+■ i.i 3 -L .... -f i,I, f, .... i fieno funzioni 

d X* 4 X* 

della x; allora efia non fi fa integrare, eccettuati po- 
chiffimi cafi per efempio in cui fia a = a' . x -t- »* * 

* 3 

b—b'. x-\-m , c=c'.x+m ; 4% , c* &c. m fono 

quantità collanti ; fi veda il Calcolo integrale del Si- 
gnor Leonardo Eulero . 

Vili. Ogni qualvolta peraltro fi fa integrare la e- 


quazione jH- 


dx d x* ^ dx 9 ’ 


prà integrare la equazione j -f- ^2 + ^ . -4- 

it X m X 

p d* V 

= X . Le «, X fono funzioni qualun- 

4 x 

que di x, ovvero fono collanti. Si chiami la prima 
equazione M la feconda M ‘ , fi moltiplichi M' per ud x, 

e fi fonami, avremo fujd x-f- fa udj+f b ♦ 

•+• y - = /X u d x ; non aggiungo collante per- 

dx 1 

chi ciò non altera la dimoflrazione ; ma abbiamo 

fa u dj = a U J fy d (a u) ; e = ~T^~~ 

1 d(bu) r y dd( bu\ _ ^ 

’j — — 4-/'-— — i i &c.; dunque foftituendoj e or- 

- ** dx- di- 
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dinando per y farà y . a u — d — — & c. + ^ 

d x dx 


Se e. -H/jr . « x — ^ ( * « ) 4- iiLtH2&c.-fX u dx, 

d x 

^ ■ 

Se fofle fy ,n d x — d(au)-+-dd — — &c. = 0 ; cioè 

d x 

4 t 

u dx — d ( * u)-\-dd &c. = 0, che chiamo fK, 

x 

la quale è del grado », farebbe j. *« — & c * 


d y 

4 - ^ h u &e. —f«X dx t equazione differenziale del 


grado » — r, e che chiamo K , P integrale della e- 
quazione M' . Supponiamo che col mezzo della equa- 
zione IV fi ritrovi un valor di u dato per x ; cioè 
fupponiamo che fia noto un integrale della equazione 
W; foftituendo queflo valore di « nella equazione K , 
li avrà un integrale della equazione M' ; fe fi cono- 
scano due valori di u , cioè fe fi abbiano due inte- 

f rali parziali della equazione fT; foftituito uno dopo 
altro nella equazione K , fi avranno due integrali 
della equazione Af ; ambedue del grado » — 1 , col 
mezzo di quelli due integrali , oflìa equazioni fi potrà 
titrovare una terza equazione , in cui i differenziali 
più alti di y fieno al grado » —2, che farà il fecon- 
do integrale della equazione M’ ; fe i valori di u fie- 
ro tre fi ritroveranno tre equazioni K , che faranno 
tre primi integrali di Al' del grado « — 1 . per mez- 
20 dei quali fi potrà avere una equazione differenzia- 
le 
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le del grado «—3 } che farà il terzo integrale diAf; 
e generalmente fé i valori di u ricavati dall’ equazio» 
ne IV fieno di numero n , che efprime appunto il 
grado di quella equazione differenziale, fi avranno al- 
trettante equazioni K del grado >; — r per mezzo del- 
le quali fi potrà avere una equazione differenziale del 
grado « — n — o; che farà 1’ integrale in termini fi- 
niti della equazione M'\ il quale integrale farà com- 
pleto , fe avrà tante collanti arbitrarie , quante unità, 
fono nel numero », che è il grado della equazione 
differfcnziale M' ; dunque 1’ integrazione completa di 
quella equazione dipende dalla integrazione completa 
della equazione IV. Quella equazione IV moltiplicata 
per ydx ed integrata come abbiamo fatto rifpettiva- 

mente alla equazione M' fi ritrova y. au — d - - u ì 

dx 


&C.-4 -^. bu &c.&c . — 




dx * 


) 


r= A ; A è la collante che fi dee aggiungere nella in» 

c - a d H b d dy . 

tegrazione ; fe lia y H -- — | — - &c. = 0 equa- 

d x d x 1 

» 

zi one del grado n da noi chiamata Af ; allora farà 

y . a u — d &c. *Ll . b u & c . &c. =: A equa- 
d x x dx 

zione differenziale dell’ ordine » — 1, che chiamo 1C 
1’ integrale della equazione W . Si ordini la equazio- 
ne K' per u , e col mezzo di qucfla equazione ripe- 
tendo iopra la equazione M il difcorfo tatto fopra 1* 
quazione IV, fi ritroverà , che 1’ integrale completo 
della equazione W dipende dall’ integrale completo 

' della 


1 

i 


/ 
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della equazione M in maniera, che dato quello di Af, 
fi fa ritrovare quello di W ; ora quello dee contene- 
re tante collanti , quante unità fono ip n , che è il 
gtado della equazione differenziale W \ dunque fuppo- 
fte tutte zero fuorché una , e ciò. ripetuto , per .ogni 
collante avremo valori di « in numero », perchè a- 
vremo altrettanti integrali parziali di IV; quelli va- 
lori di «dati perx foftituiti nella equazione K ad uno 
ad uno daranno come fi è detto di fopra 1* integrale com- 
pleto e in termini finiti della equazione M' . Dunque 
dato T integrale completo dr M fi\ potrà fempre ri- 
trovare IL integrale completo di M' come fi doveva 
dimoflrare. 

.IX. In quello luogo faremo vedere, come fi può 
alle volte trovare con maggior facilità 1’ integrale di 
una Equazione differenziale fuperiore col differenziare 
la (leffa equazione . Sia per eiempio la equazione dif- 
ferenziale 4 d x* 2 y d dy —*dyt — yydx*zzo (H); 
fi differenzi quella equazione fupponendo d x collan- 
te , avremo fay — dy dx 1 = o ( C ) facciali y — e'*; 
farà d y = r d x e” * , d dy zr r* d x 1 e r x , d*y— r 3 d x* e r 
follituendo quelli valori; e dividendo per d x* e r * , fa- 
rà r* — r zzo ; e perciò r — e , r — i y r— — i $ 
quindi avremo tre integrali parziali della equazione^ 
( G ) , cioè y zz la e° ì yzzbc* ì yzzce-* ì i quali 
uniti daranno il di lei integrale completo yzzza-\- 
b c* -\-ce~* y che farà nello fteffo tempo integrale com- 
pleto della equazione H . Comecché nella equazione 
H i differenziali afeendono foltanto al fecondo ordi- 
ne, perciò nell’ integrale: completo di quella equazio- 
ne vi devono effere foltanto due collanti arbitrarie e 
non tre; quindi conviene, che una fia determinata per 
le altre due . Per determinarla attualmente differenzio 
due volte P integrale y =■ z a c* -{-c cr i > onde 
Tom. II, P p fia 
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fia dyzzbdxe* — fixr", d d y=b d x* e*-jrc d x* e~* t 
taftituifco i valori j , dy , j nella equazione H , c 

trovo 4 -ì_< 4 «* -H 4 b c = 0 } c perciò f = — * T* * » 

•.li, •' * 5 * * *. o 

• » • 1 

bnde. l* integrale completo della equazione ff è jf = 

* ' , _ • 44 — J „ . 

za -f- 6 e* 4- — — *"*. 

0 


-> 1 
-IT 

sv* 


x • • * • • 1 

. C i A P O Vili. 

, j . 1 . ■ I • ' • : 

Dei ratggi di qfculo , e delle Evolute . 


• 

I. TTNa delta retta ( Fij. 70. ) lia tangente 
LJ le due Curve AM, AH nel punto A, fi pren- 
da A R infinitefima y e conducali 1* ordinata B MH , 
ciò podo , fé la lineola M K differenza delle due or* 
dinate BM » JBN, fia Infinitefima rifpettivamente alle 
ordinate ftefTe; aliorale Curvature dei due archi AM, 
A N avranno una differenza infinitefima , e perciò in 
vigore della dottrina degli infinitefimi , le due predet- 
te Curvature fi confonderanno * 

li. Qualunque equazione , che efprima la relazio- 
ne delle coordinate AB y B M poda A B infinitefima 
fi riduce alla feguente xz=y m , difegnando » qualun- 
que numero intero e fratta, come fi rileva dal Capo 
9. del Libro g. T. 1. delle nodre Iftituzioni Analitiche; 
onde qualunque porzioncella infinitamente piccola di 
Curva fi riduce al vertice di qualche parabola , efpref- 
fa per 1 ’ equazione generale Comecché alla 

fteffa x infinitefima corrifpondono le y infinitefime di 
diverta ordine nelle .Parabole di diverta grado per 

. edere 
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efferè y~x* ; dunque i vertici di parabole dìvèrfe, 
cioè di diverfo grado avranno diverfa curvatura , per- 
chè la differenza MN delle ordinate £M, Af N non 
ifvanifce rifpettivamente alle Rette ordinate ; anzi que- 
lle curvature fi ritrovano infinitamente divede ; per- 
chè B M fi ritrova differire da B N infinitamente ; fe 
1 poi le parabole non fono di diverfo ordine , fi ritro- 
vano le B M , B N dell’ ordine fletto ; ne per altri» 
M N fvanifee in riguardo loro; dunque quantunque eli 
archi A M , AK abbiano curvatura dello fletto ordi- 
ne) non fi potrà però dire che abbiano la fletta Cur- 
vatura. Le quali cofe fi debbono pur intendere rap- 
porto alle porzioncelle infinirefime delle Curve , che, 
come abbiamo detto , tutte fi riducono a vertici di 
parabole. Nel Libro 3. Capo ideile noflre Iflituzio- 
ni di inoltriamo , che tutte le porzioncelle infinìtefime 
di Curve , (• eccettuati alcuni punti fingolari nei 
quali la Curva è fogge tt a a qualche ftraordinario can- 
giamento ) fi riducono a vertici di parabole apolló- 
niane , e comecché il vertice di qualunque parabola 
apolloniana fi riduce a Curvatura circolare , quindi 
qualunque porzionceila infinitefima di Curva fi con- 
fonde con un circolo ; il quale fi fuol chiamare cir- 
co/o oftulaPrty ed il di lui femidiametro fi dice raggio 
-ili ofculo . Che poi qualunque vertice di parabola a- 
polloniana fi confonda con un circolo ; cosi facilmcft- 
mentc dimoflrafi . Sia la equazione della parabola.» 
2 ay zzz xx , prefa x infinitefima farà 1 ady—dx*; 
col raggio a fi deferiva un circolo , e prefe le x nel- 
la tangente, la di lui equazione farà 1 dy—yjr^ x x, 
e pofta dx , ed in confeguenza dy infinitefima farà fi- 
nalmente 2 ady = d x* , equazione identica colla e- 

?uazione della parabola; onde le due curvature fi con- 
ondono , ■ « ^ 1 • 

p P 2 m. 
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r i*III. Se dai punti M. y K\ di un archetto infinitefi- 
mo (ì inalzino alla Curva ( Fig. 71. ) due normali Al r>_, 
K £>_che fi incontrino in il circolo defcritto centro 
intervallo Q^M , o c appunto il circolo ofcula- 

tore dell’ archetto MN, come dimoftriamo nelle no- 
ftre Iftituzioni,e nella Geometria deili infinitefimi, ec- 
cettuaci. Tempre i punti fingolari delle. Curve, come i 
vertici delle parabole diverfe dalla apollòniana , in cui 
un tal circolo non è ofculatore. Se la Curva fia rife- 
rita ali* alfe come nella figura 71.; e fe da £>_fi ca- 
li la normale fopra la ordinata NI prodotta in calo 
.di bifogno le rette HS y S fi chiamano ' con aggi i 
Similmente fe la Curva fia riferita al fuoco A ( big. 
:72., ) calata da £>^fopra A H la normale QJì le QJ>, 
S N fi chiamano corraggi . Egli è cofa facile a com- 
prenderli , che tutti i punti £)j oflìa tutti i centri dei 
circoli ofculatori di una Curva fieno in una linea , la 
quale fi fuole chiamare evoluta ; all’ incontro la Cur- 
va a cui appartengono i raggi di ofculo (fi chiama.* 
Curva generata ’’, perchè fe intorno alla evoluta fi met- 
ta un filo , il quale fi fviluppi gradatamente , in ma- 
niera y che la parte fviluppata coftituifca -la tangente 
della Curva evoluta, fi viene a deferivere la Curva, 
a cui appartengono 4 raggi di ofculo; come efatta- 
mente viene dimofirato nelle noftre Iftituzioni Capo 
ar.L. 3.T.2. x e 1 nella «olirà Geometria delli infinite- 
fimi • • 

IV. Il metodo più fpedito di ritrovare le efpref- 
fìoni analitiche dei raggi di ofculo , a mio credere , è 
il feguente . L’angolo LK fatto dalla ordinata N L 
col raggio di ofculo 2*1 fi chiami = <P> 

.fia mentre H L^= x, L H =zy s HQj=R , NC zzdXy 
C M — dy> comecché L K è parallela a 

P M farà 1* angolo IL H Qj=. HVM^VM 
.... . ^dun- 
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dunque farà LHV-r- V.M ó, ed analiticam^n- 
1 te <p — Op x =zQj\nz è’ <p‘ ip=:H m., e op—op'=—d(p; 
dunque £> = — depi e perciò — d Op : r:: ds : R ; dun- 

i r „ ' rdi dto .. dSto 

que R r= — ; ma — - = --3- : onde R =. — . 

^ $ x • c op ■ 9 

effóndo gli angoli INC, retti farà 

•» « # » • i» * . • 

MHCz^LHV—Cpy quindi r :C (p :: d s : d x ; ed r: 
5 : : d s : dy , e foftituendo avremo R= — d x: d 


dy 


• e differenziando attualmente fuppofta dx collante fi 

trova R=~, — 7-7- . Per la fimilitudine dei triangoli 
dxd d y 

K MCy SHO abbiamo NS = ^-^ = ef- 

• ds ddy 

preflìone analitica del corraggio N S . 

V. Paffando alle Curye riferite al fuoco ^/chia- 
mato P angolo Az=zd s , AH Qj=z Op y AM Qj= Op' 

farà i2j= d £ 4- a> — to' =z d $ — ‘dtp ; onde R — — c LL~ 

.... dt—dtp 

( chiamato al folito MH — ds t HC=dy. M C=Jx, 


AH—y )j cioè farà R = . 


r d s C do 


_ - ; ma ab- 

C Op d t — rdSQp 

biamo — 3 — , e per la eguaglianza degli angoli 

r y 00 

C H M } AH gabbiamo f : C Op :: ds:d x , ed r : S q> 
il ds dy ; dunque foftituendo farà -R = ^ — 

dx'-ydtdJL 

c dif- 
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m f-y . .. > » r 

e differenziando fufcpofta dx collante, avremo 
» s 


R = . — , , yJl , — — — 5 *1 valore del corraggio 
-- - dx ds x — y dxddy 9 ■* 66 

S N fi ritrova = — - — = ■' Per tanto 

d s ■ d s x —y d d y 


fé col mezzo della Equazione della Curva fi elimini» 
no i differenziali , avremo il raggio di ofculo , e il 
corraggio in termini finiti , 

VI. Ritrovati i raggi di ofculo fi poffono ritro- 
vare ancora le equazioni appartenenti alla Evoluta . 
Dal punto £)^fi cali fopra la linea delle afeifle HZ 
( Ft & 7*0 la normale j 2 _Z, e fia al folito HL=x, 
L N. —j; li fuppone ancora data la Equazione fra x, 
y > ed in confeguenza fi fuppone dato il raggio per le 
ftefle variabili x, y. Si ponga HZ=p, QZzzzq; 
avremo due altre Equazioni p=zx-\-L Z , q =z$ N—y ; 
ma LZ , ed S N fono date per x, y ; abbiamo adun- 
que tre equazioni , per mezzo delle quali fatte fpari- 
re le x , y fi otterrà una equazione fra le p , q . 

VII. Se la Curva fia riferita al fuoco A ( Fig. 72 . ) 
fi conduca A e fia Q_L 1* elemento della evoluta, 
il quale è eguale a d R , cioè all* elemento del rag- 
gio di ofculo N £)j fi congiunga A L , a cui tirili nor- 
male QK; fi chiami JQJC— d q , A Q=p , K L =zdp. 
Comecché N N S , fi fuppongono date per A N., 
orna per y t farà A Qzzp funzione di y ; e perciò y 
funzione di p ; onde eÌTendo K funzione di farà an- 
cora funzione di p> onde d R farà = P d p , P difegna 
una funzione di P, c QK=zdq = dpy/ i' t'—i 
darà la equazione delia evoluta . Ovvero effondo p da- 


ta 
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ta per y , e QS = J dp + d ? fiata per y • e dy , 
col mezzo di quelle due equazioni fi faccia fparirc la 
j , c d y t come esponemmo nel Capo 2 . n. 1 j, e fi otterrà 
una equazione fra p, df y da. . -J '* 

Vili. Applichiamo ora 1’ efpofta Teoria agli efem* 

f »i. Si voglia il raggio di ofculo della parabola apoi* 
oniana 2 ax—yy. Differenziando farà a d x dy\ 
e differenziando di nuovo nella fuppofizione di d x co- 
. — Ai* .* • 

. i* 1 1 . . > 1 -rr. J J J .* In 


ftantè farà 0 = dy x -f-j d dy , oflia ddyz=i 


in- 


oltre effendo 


d x* = £*£■ &IÌ d ,* = ii±2l < 0 *. 


; * 


Si prenda ora la forinola del corraggio in fuppofìzio* 

nc di dx collante = ^r—> efeguite le debite folli- 

d dy 

d f * __ A A -+-.7.V Z x~^~A . y/ 2 X , 


tuzioni farà 


d dy 


a a 


yf* 


Effendo nella parabola dx: d t:ty :y/ aa-t-yy ; ed 
cfTendo ancora dx: ds come il corraggio al raggio di 

i a a -4- y y „ 

ofculo , farà y ? a a -+-j y*: :y . . ‘ — : & =5 


a a. 


1 L±1Ù- ±±±?1. Se pongali x=e, nafee il 

" " y/ a 


a a 


raggio di afculo = *> cioè- eguale all» metà del pa- 
rametro . La equazione della evoluta fra p e q così fi ritro- 
va. Effendo (Fig. 71 .) S N =zy. , farà * = S I = 


y , lf-I fili — j = ^ - avremo pertanto la cquazio- 

A (t A A jjg 
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tic q a a r-y * . La retta L Z =zS £)_fi ritrova f 

4 . * 

4 • i,. 1 — ■ '* * •. a a -4-y y y y . * a *+- 7 y 

onde Jf Z = p=*H — L4 — H -Ili: ; 

a za a 

' , i . 

cioè farà 2 4/= 2 « *-f- 3/ ; fi moltiplichi quella e- 
quazione per jr, onde fia 2/4/ = 2« <*jy-h g.7 } » e fi 
fottragga dalla equazione qaa=.y* moltiplicata per 
j, farà g q a a — i yap — — laay , oflìa %qa-=z 

, ed y>=l 2 d^= 


J.zp—za‘, onde y = 


2 / — za 


S.p — a 


f 44 ; onde . q l = p — * > equazione che ap- 

• r * O 

partiene alla feconda parabola Cubica. 

IX. Sia la Curva una Cicloide ordinaria , in cui 

è d y = 2 _ , e fi voglia il raggio di o/cu* 

.V a 

lo - differenziando in fuppofizione di dx collante farà 

, , _ — a dx x , . 2 a d x* , 

d dy ri: — . . - , e « r*= ; onde il 

.Xy^ldx — xx x 

corraggio = — farà = 2 y/2 a x— x x ; ma ab- 

%r 


biamo d x : d s : : il corraggio al raggio ; cioè 


t: 


f x a 



: : ly/ 2 a x — x x : R; dunque R 


a y' 4 4 a t- a < x . Per trovare la e quazione de lla E- 

voluta fi noti , che QZ = q — Zy/ z a x — xx — / ; 
e che + ma abbiamo S D_r 


C A? O 'Vili. 


3 ©S 


2 y/ za x — xx ; :dy:dx::yfza — x:^x; dunque 
SiQj= 2. 2^ - x , e perciò , odia x = 

— adunque ? = 2 j/ 4T— /> . p — z a — v , e 
differenziando avremo d q — z d \/ 40 — p . p — 2 a 

— dy~xd\/qa, — p . p — 2 a 4- = 

V4*— * 

. j ? p • \/ 4 « — 


l/P 


2 4 


; e chiamata p — za=zu t avremo fi- 


nalmente d q — Ì^JlL 

V" 


• ; onde la evoluta della 


proporta Cicloide è la flefla Cicloide. 

X. La Curva riferita al fuoco A ( Fig, 72.) 
la fpirale logaritmica, in cui 1 * angolo AHM è 

dante = 7r; farà dunque d x — i on de porta dx 


fi a 
co- 


C 7 T 


r d x 

b IT 


coftante , farà ddy—o; avremo inoltre ds — 

adunque foftituendò nella forinola del raggio di ofeu- 

lo R= — SÌ , farà R — L? . Volendo 

x li j* — ydxddy &ft , 

determinare la evoluta fi offervi, che l’angolo SON 
— 2w — tt, dove w denota l’angolo retto,; ondela- 
rà N SH : : r: S ir ; N S • r : C 7t , dunque^ 

S N = j , ed S Qj=z . y • onde p — ^-^-y 5 e d p=z 

b ir b ir 

ma fìj- = d R = ^ dji dunque d q = 


Tom, 11, 


aq 


dj 
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/ t t C 1Z j S 7T d p .. ■ 

d y ~~ d J = —q~ '• chè c a PPunto 

[ Sir Sit. 

la equazione della Curva propofta .. 

XI. Palliamo ai Problemi inveri! : Ritrovare una Curva 
riferita all’ afte , in cui 1* ordinata N L ( Fig. 71. ) fi a ai 
corraggio N S in ragione collante , cioè come i : n; fa- 
» d /* 

rà dunque y : — • - — : : 1 : n ; onde n y d dy — — d r* 

U U JJ 

= - dy 1 — dx*> ed ny d dy dy*——dx x . Si pon- 
ga p dx—dy } farà d p dx — d dy y e foftituendo a- 

vremo »ypd f-f-f 1 dy— — dy 5 olila - — . — 

PP-H « Jf 


c perciò cioè p p 4- 1 == _ ^ , c fi- 


y 

7'<r 


nalmente ; = 4^= ]/- i:onde<fx = - , 

'* I ? Vx-f 

T 

«d /— - 4 == • Prob*i. Ritrovare una Cur- 

... . «4-j* 

va riferita al fuoco A y f Fig. 72.), in cui il raggio di 
ofculo fia dato per AH—y ^ Sarà, dunque R — 
yds* 


d x d s x - 


y d xiTdy = ** > ^ * qualunque funzione dijr ; 

comecché abbiamo d t*~ dx* dy* *■ differenziando 
fuppofta d x collante avremo, dy ddy zzzdsdd t , o 

perciò foftituendo farà 3f=- — 7 - ? ^ y ^ ' — 7-7— i fi 

dxdydf~ydxdd* 

pon* 
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ponga f d x~d s , farà dpdx-rzddr ; onde T = 


P dy —y df__ydy 


, ed integrando 


pp-yJy e _____ _ 

fdj—ydj' tt r 

A -+ ; e Adf+ydx=.dr f l-ll, la- 
P d 2 

quale equazione eifendo ridotta ai primi differenziali 
fi potrà almeno trafccndentemente coftruirc» 


■CAP O I X. 

Dei Raggi rifiejp e rifratti e delle Cauflkbe „ 

1 . T^NAl punto A ( Big. 73.74.) che fi chiama punti» 
JL/ radiante fi partano le rette A B , C , che fi 
chiamano raggi incidenti , ed incontrino la Curva J 5 C; 
fi inalzi B X perpendicolare alla Curva , e conducali 
B Py la quale Ila fituata dalla fletta parte della Curva 
U C, dove fi ritrova il raggio incidente; e la perpen- 
dicolare B X f ia fra ABy B P ; 1 * angolo ABX fi 
chiama angolo di incidenza , 1 * angolo P BX angolo di 
rijlejjìonc , e la B P fi dice raggio rifleflò ; al contrario 
fe la B P elida dall’ altra parte della Curva in riguar- 
do al raggio incidente A B come nelle Fig. 75. 7 6. 
dicefi etto raggio rifratto. L* angolo P BT fatto dal 
raggio rifratto con B T perpendicolare alla Curva dal- 
la detta parte, dove efide il raggio rifratto fidicetf»- 
golo di rifrazione. Prefo 1 * archetto BC infinitcfimo, 
e condotto il raggio incidente A C , ed il rifletto , o 
rifratto C P y come efige la relazione fra 1 ’ angolo di 
incidenza , e quello di rifleflione o rifrazione , che fi 
fuppone data; i due raggi B P , C P fi incontreranno 
in Pi fi ricerca la efpreflione -analitica del raggio B P, 

Qjq 2 H. 
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II. Supponiamo in primo luogo, che il l'àggio B V 
fia rifleflfo , quello verrà fegato da A C nel punto S; 
’cd clfendo gli angoli A S B , P SC eguali , farà A £ S 

A =zP C S-\- P , onde P z= A B S — PCS-h A =1 
JtB X— AC Z- 4 - PBX — PCZ-+-A ; ma A C Z*— 
A è la differenza dell’ angolo di incidenza; e P C Z 
— PBX è la differenza delP angolo di rifleffione ; dun- 
que fe P angolo di' incidenza fi chiami [A , e quello di 
nfieffione x , ed A fi chiami d f, farà P — — d\A—~ 
dir -\-ds. Se poi il raggio P P fi la rifratto fi trova-. 
P = d [A — d 7T — di. 

III. Centro P intervallo PC fi deferiva il mini- 
mo archetto CN; è cofa facile a vederli, che l’an- 
golo BCH è eguale all’ angolo di rifleffione, o ri- 
frazione; dunque chiamata BC~di y avremo n:C n 


: : ds\ CN— s Ct: ^ ma chiamato C P=iz> abbiamo 


P: C AT: : r : z , offia ZZdfA — </ 7 r;± d'i : ‘LfS 71 r 

r 

: z> ; dunque z — ; i fegni fupe?io- 

Z+ld [A d 7T Zt d £ 

ri fervono pel raggio rifleffo , e gli inferiori per rifrat- 
to . Se il punto radiante A fra infinitamente remoto 
dalla Curva , nel qual cafo i raggi incidenti fono pa- 
ralleli j d s diviene nullo rifpettivamente a d /a , e d 7r; 

onde avremo in quefta fuppofizione z = ^ 

Se P angolo di rifleffione o rifrazione fia nullo , nel 
qual cafo il raggio rifleflfo , o rifratto fi confonde col 

raggio di ofculo j farà d7r=zo> e C 7 T=r; onde-» 

» * • » • 


3 = 
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, come nel Capo precedente ; o 


■perciò il Problema dei raggi di ofculo coftituifce un 
cafo particolare del Problema dei raggi riflefli-, o rifratti. . 

IV. Se in vece deg^i angoli fi voglia introdurrei 
neHa efprefliòne di z le linee, che loro appartengono; 

• ‘ l rd)i ' * u ' ■ • *• ‘ 1 

fi olfervi, che di— , chiamato ACz=.y . e 2JM=: 

< ci J! 


r d S U. 


dir — 


dSrt 


d x al folito ; inoltre d u~ _ 

r C /a C.7T _ 

«Finalmente fé fi vogliano nella efprelT.one dia lelo- 
( le y , A x e loro deferenze fi oflervi , che elfendo il* 
.angolo A b M retto., come lo è l’angolo XBC, tol- 
.to il comune X B M rimarrà P angolo M B Cz=.A B X 
= /a ; dunque r : C a : : d / : d x , r : S fj. : : d r : dy , o 

perciò Cu=— - , Su.— 2 !Ì 2 ; il feno poi ed il 

d S di 

cofleno di 7r, eflendo dato ?r per /i, come fi fuppo- 
ne , faranno ancora etli dati per d x , dy. DilTcren- 
ziata per tanto la equazione della Curva , e fatte le 
debite foftituzioni , fi ritrova z, in termini finiti. 

V. I punti P dei raggi riflefli o rifratti eliftono in 
una linea, che fi chiama Caujlica. Per ritrovare la_. 
Equazione di quella linea, pollo che fieno dati i raggi 
riflefli o rifratti; e che i raggi incidenti fieno paralleli; 
fi conduca la retta R A S , ( Fig. 77.) che feghi i raggi 
incidenti ad angoli retti; R A , A B- coordinate della 
Curva R BS fi chiamino x ì jy, e pollo B P il raggiò 
rifleiro , o rifratto , farà il punto P nella cairltica ; 
da quello punro fi tiri PL normale ad RS, e fi chia- 
mi R L — p r L P ~ q , le quali rette fono le coordi- 
nate della Caullica ; li produca , fe fa bifogno , P B 

fino 
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fino a tanto, che feghi R S in T, e fi conduca B O* 
normale alla Curva, Nella Figura 77. 1 ’ angolo ABT* 
b la Comma dell’ angolo di incidenza A B O , e di rì- 
fleffione QJSPj nella Figura poi 78. V angolo A B T 
è la differenza dell’ angolo di incidenza jìB O , e di 
rifrazione P BT ; dunque A B T*~ ~f* ir • dunquo 

farà C. r : r : ,*jr iBT::q: TP ; e C.'JI± 7 : r 
-f- ± BT+TP — zj e perciò 


*C 


aji 7 r 

7 » 


ma z, 


sr ^ j fimilmente fi ritrova t— • 

r J 

e il Seno, c ColTeno di [x+ir fono dati per le x, 
3 > «"nzi per la loia x , o fola jr , perchè è data la e- 
quazione della Curva ; dunque fatta fparire quella va- 
riabile , rimarrà la equazione fra le p , q coordinato 
della Cauftica . 

- Q^ anc * 0 poi i ra gg* incidenti partano da un punto 
■"> ( 79 , 80) B P , C K fieno i raggi rifiellì o rifratcl 

convenienti ai punti B . C, farà Fili’ elemento dellio 
Cauftica, il quale elemento fi chiami du\ e rondot- 
tcA P , A K , e defcritto 1 ’ archetto PT , fi chiami 
PTzzJp, A P — q , T K farà ^ ** = </«* — 

dq'; e comecché è P K — C K — P B-\~ K N, Uxkdu 

^ * "1" BHj ma abbiamo JB N =: — - J num. 2 . ; 

r 3 

onde d u d z-t- — X ; ed in confegucnza *//>* — 


d* -4- 


d t 


— ^0* . Dal punto fi tiri S nor- 
male a PU prodotta fc la bifogno , farà B S=z 
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y C u±tt . _ _ y C ix±:n „ .. 

- — ; onde PS = *+ - ; fimilmento 

fari A S — •? S ; dunque ^ P — q* =r. 

r 

( % ZjZ — — ) ■+“(— ; offendo, pertanto 

2j ed il Seno, e Cofleno di [x + n dati per y , fic- 
come dz> d: dati fono per j», dy t col mezzo del- 
le due. equazioni fatte fparire la y , ed il fuo differen- 
ziale. dy , refteri la equazione della. Cauftica riferite 
al punto A fra le q , d q , d p ,. 

VII. Applichiamo quelle. Teorie agli efempi . Sia la 
Parabola R D S, ( F. 81.) il dicui vertice principale fia D> 
1 ’ affé D C » i raggi incidenti fieno paralleli all* alfe , 
i quali riflettano iir maniera, che l’angolo di inciden- 
za fia. eguale all’ angolo di rifleflione , fi cercano i 
raggi rifleffi, e la Cauftica. II parametro della para- 
bola fia = 2 a la retta R C S =.1 b , D C = c , R A 
= x, AB=zy- t fi conduca BG normale a DC, farà 

BG~ b — x, D G — c —y ; 


e perciò. 2 a 
6 — x. , La forinola dei raggio rifleflo è z — 


c—y = 
dsC 7T 


e comecché fi fuppone fx — Tt farà zz= 


— d [A — d 7 T 
d f C 7 T 


— 2 dir 


— - d t C TZ 
2 r d S 7 T 


ma i C 7T = 


r d x 

d s 


Si rr= 




que 2 = 


— dx * 

2 . d s d ‘t-lL 
d s 


d J 


d s 


; dun- 


, e differenziando in fuppo- 
d( 


tuio- 
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d y d x* 

fizione di dx collante., farà d — =.—— ddy; onde 

a s ds> 

d s 1 . 

z = Si differenzi due volte la equazione del- 

i d d y . _ 

la paràbola, fuppoffa collante dx-, farà dj 2 — dx 2 T f- 

^ — — , e ddy — HlLill ; dunque foftitucndo a- 
n a a • ■> 


«remo z rr 


a a -4- x — o 


■z a 


. Per ritrovare la Cauftica^»! 


dovendo eflere q — 


z C 2 -7T 


-.7 , e p = x 4- 


z> S i x 


num. j. j farà p — x -\- 


2 z d x d y 


d s À 


>q — z> 


d x x — d y* 


d x dy a . b — 


d s 2 


•— jlib. i. Cap. io. T. i. ; ma 

a )- , 7 

dunque /> = x-f. & — x = b : e perciò 1’ afciflfa della 

* ' d y 1 — d y 1 ' ' 

Cauftica è collante = Inoltre 


d 1 rrr-Xb X ) 2 _ a 2 — ( b — X ) 1 

a * + c ^ — * / m 


s 1 


, e perciò 


a ^ * 2 — d y 2 a* — — x) 1 a 2 — i a c -\-i ay 


di 3 


2 .» 


2 « 

e |. ' . d X 2 dì 2 a 

e. finalmente q—.z. - y — c quan- 


ti s 


ticà collante. Pertanto fe alla eftremità di R C — b Ila 

* • • . : — - » . *1 * 

normale C D , da cui fi tolga .DP — JL- , il punto P 

i 

farà 
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farà la Cauftica ricercata . Laonde nel capo prcfcnte 
tutti i raggi rifleftì fi unifcono in P. 

Vili. Supporta la ftefla legge di eguaglianza dell* 
angolo di incidenza , e di riflellione i raggi A B ( Fìg. 
82. ) perpendicolari al diametro R S incontrino la., 
circonferenza del circolo RDS; fi cerca il raggio ri» 
fi erto B P, e la caurtica R P E . Si prenda la forinola 

adattata al cafo prefente a = ~ : fi conduca il 

— 2 d [x 

raggio PC, e CD normale ad K S, farà 1 * angolo 
A BC —BC D ; dunque chiamata CKnr , farà 
BD=z/x; ma è RB = s ; dunque — d [x=zd s; on- 
de z — rr • Per trovare la equazione della 
2 2 

Cauftica, fi chiami Cjfrrx, ABz=.y^ farà BP — 

inoltre abbiamo il C/a=^ , 8/*=x; CL=rp, 

P L zzq . EfTendo r:Sifx::r 2 : 2 S fx.C fx :: r*: 2 xy 

• : JL : P O : farà P O i dunque Cl— ; = x 

2 r r 


t^*x 7 vx.rr — 77 

— ^T- = r " r 1 . / m* rr—2J = *x; dunquo 

« ‘ ; 

p=r — , ed xx = v r r. Inoltre r: Ci u: : r rìCtx 

r r • • ■_ 


2 2 rr 


— xx 


1 

— S [x ::rr:y l — x* 

dunque A0=ìr = 9 '=* rr l-ff32JL - ; ■ 


it r 


r r — x x 


2 rr 

Tom. J/„ 


rr-f-2 xx ' foftitéendo pertanto il valore di 


Rr 


xx 
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x x dato per p , fi otterrà la equazione fra p , q coor- 
dinate della Cauftica . 

IX. Sia BC la fpirale logaritmica , in cui l’ango- 
lo (X. , che & AB colla normale é collante ; fi cer- 
ca il raggio rifleflo nella fuppofizione , che 1* angolo 
di incidenza fia eguale a quello di rifleflìone . La for- 
inola del raggio rifleflo per quella fuppofizione è * — 

- * ** , la quale, comecché jx è collante, e 


— — 3> d u 4* d t 

d ix ■=. o, fi converte in z = 


d f C fx , r d x 

— — - — ma è d i = 

di V 


r d 


e C/jt. = — - — ; dunque z—y, e perciò il raggio ri- 

d t 

Hello è eguale all* incidente. Per ritrovare la Caulli- 


ca eflendo nel cafo prefente \ 




r 


- — ’ c d p 1 —dy d q 1 j, dalla pri- 

ma di quelle due equazioni fi ricava q 1 = iy 1 — 

zy'-Cz p_*y 2 7— 1 ' T7- 2 ’ 4 yyTjx 

’ — — = — — . r r — tu -4- i> ix = n 

r r r 


on- 


. \ 


r r 


de 3 =ii£ii ie d 


. - ,^-=J> e P erciò 
r * * A* 


r r 


4^ •-*;/* rr 

*2 ' r 


a C pi £ /a 


oflia d p — 
t*CixSp 1 — 4Tpi a . C^i 1 y 


la 
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la quale equazione appartiene ùmilmente ad una fpi- 
rale logaritmica . 

X. Non fi deono pattare totalmente fotto filen- 
zio i Problemi inverfi delle Cauftiche ; quelli fi di- 
fììnguono in due dalli; nella prima clafle fono quelli, 
in cui dato il punto radiante , il raggio riflcflò , o ri- 
fratto , e la legge di rifleflìone , o nfrazione , fi cei* 
ca la Curva riflettente , o rifrangente ; all* altra Ciak 
fc poi appartengono quei , in cui dato il punto radi- 
ante il raggio rifletto , o rifratto , e la Curva rifletten- 
te , o rifrangente fi cerca la legge di rifleflìone , o ri- 
frazione . Per la prima clafle . Sia dato il raggio ri- 
fletto in qualunque maniera pel ràggio incidente, « 1* 
angolo di incidenza fia eguale a quello di rifleflìone, 
fi vuole la Curva riflettente . Si prenda la forinola a- 


dattata a quella fuppofizionc z = 


dsCfji 


ma 


di — 


- r d x 

CM = r 77’ 


olila 


— a d [x-+-ds 5 

d t C tx , . 

— — — = d x ; dun- 


y d c As r 

que d r = y ^ 5 e ^°^^ tuen ^° 0*11* formola di , 

farà -iJp+ = 

y * Cf* 


d r d s 


ma è ds 


— ri y 


dunque 


— 2 d fx_\ r dy 


* y ' bp ' ' . c> *S/a 

rdy — 2djxSfx ìrdCp rdy r dy . . 
■ — — • ■— ■ M — — ■ ■- ■■ ) cioè 

L [x . C> z y 


y*n * 


2 d C fx d y d y . — — * — 

■ ■ =•— -> cd integrando. j/ C ju, A— e * = 

*, J 1 t „ • » 


* ( ' r 

R r z 


y A dx* 
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* <.*> 

y A d x* ■ , , “* 

4 — ; onde dx : = 


f * 

e * 


d y 




(Aj/—e S *■ ) 

XI. Per la feconda clafle fia dato il punto radU 
4nte, la Curva, riflettente , o rifrangente , e i. rag- 
gi riflefli , o rifrattì , odia le z per linee appar- 
tenenti alla Curva riflettente , o rifrangente ; fi cerca 
la legge di riflefiìone , o rifrazione. . Dalla, forinola^. 

d s C ^ • ■ . • • 

?s=r ; ; — — ricavo znzdu . — zdit±zde 

qzd/j. — dlt + d? 

z= d r C 7t ; e pofta zd z d s ==• a d p , giacché 
3 , /a , £ fono quantità appartenenti alla data Curva j 

d 7T d S 

avremo ad f z=zds C n z dn = z.C it . — 1 

Cr z 

= / r --- -' K - + — \ ; fi ponga — = — fa- 

V *1 ' 

xà t data per linee appartenenti alla Curva s ed avre- 

rao a d p— zC ir . f ^ \ — 

' rr — S 7T. / 

„ r _'/ <*S7T , dSit~ d t \ v 

* C ?r . f — — - H -+■ — 1 ; fi. ponga-* 

' 2 . r-4- S 7T 2 . r — à 7C. * ' 


d S 7T 


i S ‘ 

d S 7f 


d t du 


S % 


2.1*4-») 7T 2.r — (b7T * M - y^r — £ 7T 

==«;» da cui fi ricava St: =z r . u — ; dunque^ 

u u-tr 1 1 

C n ~ r 1 —* 2 ir- , oflia C ir = 

* « « - 4 - 1 1 . 

dim- 
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dunque fbflituendo , farà adp — t ~> olila att d p 

- 4 - u uu d p — 2 rzjtdu ~ o y. formola che à molta af- 
finità colia celebre formola riccattiana . Effendo per- 
tanto % ,t,d p date per linee, che appartengono alla-. 
Curva riflettente , o rifrangente, la di cui equazione fi 
fuppone data ; faranno f, z. , d p funzioni di una ftef- 
fa variabile appartenente alla ftelfa Curva ; onde tro- 
vata « per quella variabile, mediante la integrazione 

della predetta formola , fi avrà. S nz = r ~ — da- 


u u 


1 1 


to per una quantità , che appartiene, alla Curva riflet- 
tente , o rifrangente ; ed in confeguenza farà nota la 
legge di rifleflione , o rifrazione . Quella materia è fia- 
ta da noi diftufamente trattata in una Dilfertazione-/ 
letta nella Accademia di Bologna , e da inferirli nei; 
di. lei Atti ». 


CAPO X. 


Dei Punti Jingolari delle Curve.. 


!.. “VlEl Capo 2 . del Libro fecondo abbiamo vedu- 
XNI to , che cofa accade alla Curva nei punti , in 

d x 

cui. il numeratore o denominatore della frazione — — 

d y 


diviene zero; prefentemente oflervererao- ciocché di 
particolare avviene alla Curva , quando contempora- 
neamente diviene zero , d x , d j cioè quando fi ^b- 

bia = — , della quale frazione nello fteffo Capo 

dy o , . . 


pure 
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pure fi diffe qualche cofa. Per comprendere ciò coru. 
chiarezza fia Ja Curva A B MN B C ( Big. 83. ) che 
tagli Te ftelfa in 5 , e PZ fia l’ afcilfa conveniente al 
punto B t c Z B fia 1 ’ ordinata /fé nella quantità del- 
la afcilfa VZ facciali un cangiamento innnitefirao, lì 
oflerverà che nafcono fubito due ordinate} corrifpon- 
denti alla fletta afcilfa , e che differifcono per una quan- 
tità infinitelima; lo fletto avviene alle afcilfe, fe il can- 
giamento infinitefimo facciali nella ordinata ZB; a- 
dunque nel punto B, il valore della afcilfa PZ , e dell* 
ordinata Z B è doppio ; per la qual cofa la equazio- 
ne che appartiene a quella Curva dee elfere tale, che 
polla x — P Z z=za , abbia y due valori eguali a Z £—b] 
ùmilmente polla y =zb dovrà x avere due valori =*» 
Collo fletto metodo li prova , che fe per B pallino tre 
rami di Curva , avrà y in B tre valori eguali corrif* 
pondenti alla ftelfa afcilfa; ficcome x avrà Umilmen- 
te tre valori eguali coirifpondenti alla ftelfa y ; i va- 
lori poi delle x, y faranno quattro, cinque &c. , fe 
per B pallino quattro, cinque &c. rami della Curva. 

Prendali ora la equazione x—a . A y — b %B — 0 ; 
quella è di tal natura, che polla x — a {izy — b) c 
polla y—b fia x = benché A)B denotino qualun- 
que funzioilt di x,j e collanti; la equazione poi 

x — a A x — a y — b . B 4-j — b C—o è tale, che 
polla x—a nafcono due valori di y —b , ficcome po- 
lla y — b nafcono due valori di x eguali ad a ; ben- 
ché A, B, C fieno qualunque funzioni di x,j; ege- 

m , ■ 

neralmente la equazione x — a A •+- x — y — ^ B 

■+• x — * y — b C ..... -4 - y — b A' = 0 è tale, che 

pofta x — a nafcono valori di y=b numero m , fic- 
come polla j = b nafcono numero m , valori dix=*; 

adun- 
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adunque la equazione della Curva, che fega fé fteffa in 
un punto, potrà in tal punto ridurli alla predetta forma. 

II. Egli è cofa facile a comprenderli , che fe la 
equazione predetta non fi differenzi numero m di vol- 
te , tutti i termini dei differenziali faranno molti- 
plicati per x — a , e y — b ; ma pofta x=z a , viene 
y—b; adunque pofta x— a tutti i termini dei diffe- 
renziali fvaniranno , fe la equazione non fi diffe- 
renzi numero m di volte . Per tanto la relazione dei 
differenziali dx:dy nel punto, dove la Curva fega fe 

fteffa , verrà efprelfa per — fino a tanto che la equa- 

• . - ’» ^ • ’• - ® 

» » \ • 

zione non venga differenziata numero ta di volte . La- 

onde la frazione — denota un punto di Curva in cui 
0 

i rami della fteffa Curva fi interfegano , i quali rami* 
fono tanti quante unità fono in /»; perciò un tal pgn- 
to di Curva fi chiama multiploy cioè duplo , triplo & c. fe 
i rami, che vi pafiano, fono due , tre &c. , cioè fe m 
fia 2 , 3 , &c. 

III. Per ritrovare adunque quelli punti di Curva 

multipli e per determinare il grado della loro multi- 
plicità; fi differenzi la equazione della Curva > che 
chiamo <p:=c,onde fia d Cp — Mdx-\~Kdy — 0; fi 
fupponga M — Oy N — 0 e con quefte due equazioni fi 
determinino i valori di x, yi i quali pofti inq»fefod- 
disfanno alla equazione , la curva à dei punti multi- 
pli , e tanti quanti fona i valori di x,j ; in cafo con- 
trario non avvi alcun punto multiplo; il grado poi 
della multiplicità verrà determinato dal numero delle 
volte , che bifogna differenziare Cp — 0 , acciocché i 
differenziali non fi elidano nel predetto punto . Vedia- 
mo nn efempio. Sia $ = — a xy 1 ^ b ~ 0 , avre- 

mo 
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<mo d (r—M d x-f-N dy — (qy * — 2 axy) £x* 

— ay 1 ')dx = o ; onde M — 3 b x 2 — a y 1 -, H = qyì — - 
zaxy 7 fi fupponga M—^bx 2 — ay i z=.o i ed N — 
4^ 3 — 2 <* xj = e ; da quefta ricavo y =0 , il quale 
valore di y porto in M nafce firnilmente x—o; que- 
lli due valori x, y collocati in (p fanno verificare la 
equazione; onde dove è x=zo, la Curva à un punto 
multiplo, Divifa la equazione N per y nafce 4j* — 

xa x— 0 ) c x = — — ; ma per la equazione M ab- 


biamo x~±y » dunque ± v e 

M Si ’ a J \ \b 


Jl = ±~ Y 3 “7> c P erciò * =~ ^ ; quelli valori di 

x , j collocati in q> = 0 non fanno verificare la equa- 
zione ; onde la Curva non à che un folo punto mul- 
tilo . Per determinare il grado del punto multiplo, 
differenzio (p=o, e nafce (47* — 2axy ) dy 
f 3 b x* — ay 2 ~)dx~ dcp — oj il quale differenziale 
lvanifce portovi x —0 , y— o\ torno a differenziare 
{apponendo per abbreviare il Calcolo d x , dy collan- 
ti , trovo d d Cp — 1 2 y 1 dy 1 — 2 a x d y 1 — 4 a y d x dy 
- \- 6 bxdx 2 —o . Ho fuppofto dy 7 d x cortanti , giac- 
ché o fi fuppongano cortami, o no , il numero delle 
differenziazioni neceflario per giungere ad un differen- 
ziale, in cui i termini non fi elidono farà fempre il 
medefimo, come apparifce chiaro confiderando la for- 
ma dell’ Equazione generale recata alla fine del n. 1, 
Qucrto differenziale firnilmente fvanifce portovi x = 0 , 
y — 0 ; dunque differenzio un’ altra volta , onde na- 
fca ditp — zqydyi — 6 adxdy 2 -+~ 6 bdx) — 0 , itu. 
cui portovi yz=.o abbiamo bdx*~adxdy 2 ; dunque 


« 
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il terzo differenziale non fvanifce, e perciò il noftro 
punto multiplo è triplo, cioè tre rami di Curva fi fe- 
gano in tal punto. - 

IV. Dalla Equazione 6 dx)— adxdf ricavo 

d* — 0) e d x =zdy . + j/— i dunque le ragioni dì 

dx:dy fono tre, cioè 0:1 , y/T: :~J~b 

e perc.ò nel punto triplo una tangente c parallela al- 
la ordinata; le altre due fanno colla linea delle afciA 
le i angolo determinato "dalle fuddctte ragioni . 

V. Le cofe fin qui dette poffono facilmente in- 
durre a credere , che tanti fieno i rami vifibili della 
Curva, quanto è il grado del punto multiplo; ma la 
cofa va diverfamente. perchè alle volte alcuni rami fo- 
no immaginarii, anzi alle volte quelli punti fono affat- 
to lolitarii ^ c fiaccati dalla Curva , alla quale nientedi- 
meno appartengono , come gli altri; e ciò avviene quan- 
do in una Curva , che à qualche foglio , fvanifce tal 
loglio per la fuppofizione, che fia eguale a zero una 
coltante della di lei equazione; quelli punti multipli 
li chiamano coniugati , 

VI. . Oltre i .punti multipli delle Curve fi danno 
ancora 1 punti di fleflò contrario , in cui la Curva da 
concava fi fa convefla, o viceverfa, come farebbe il 
punto ( Ftg. & 4 . ) della Curva HL. In quello pun- 

. o a tangente M Nè comune e all* arco concavo 
■HF, e al Convello FL ; ma la intercetta dell’ordi- 
nata Ira la Curva , e la tangente dell’ arco concavo 
■è negativa, e quella dell’ arco convelfo è pofitiva., ; 
unque non dandoli paflaggiò dal polìtivo al negativo 
e non e per il zero, o per l’ infinito , quella intercet- 
ta in t larà o eguale al zero , o infinita ; ma quella 


Tom. II. 
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intercetta analiticamente fi dee efprimere per 


ddy m 


adunque in F dovrà elfere d dy — o, ovvero ddy— 00. 
Tutto ciò è dimoftrato nel Lib. 3. della noftra Geo- 
metria dell! Infinitefimi. Premelfe quelle notizie ecco 
come fi determinano i flelfi contrarii delle Curve Sia 
la Equazione x* — • by 1 — c& = 0 , differenziando farà 

. • v j 7 x* d x 

3 x*d x — i bydy =z o, e perciò dy — ^ ■ ; onde 

,, 6 x d x x 7 x 1 d x d 1 r r j , 

ddy = ■ , fi fupponga ddy — Oi 

J 2 b y 2 


6 x d 


3 * — 0 ; ma abbiamo 


avremo - — — , , 

2 by 2 by 1 

1 * ■ dunque foftituendo farà 2 JL— — 0 , 

2 by 1 *>y 4 

cioè qbyy — 3 x 3 = 0 ; dunque yy = - — — ; il qual 

4 ^ 

valore foftituito nella equazione propolla ci dà x* — 

j ^3 — 

2 — = a ì , cioè x* = 4 a? .ed x = a U 4 ; pertanto 

4 

dove x à quello valore, ivi la Curva à un flelfo con- 
trario. Se luppongafi ddy infinito, che è lollelfoche 
fupporre ddx — o , ( giacché in tali fuppofizioni non 
fi confiderà mai P elfere afloluto di quelli differenzia- 
li, ma il rifpettivo foltanto ) differenziata la equazio- 
ne 3 x* d x — 2 b y dy — 0 in fuppofizione di dy collante) 
farà 6 xdx 1 -\-%x 1 ddx — 2 b d y x z=z 0 , onde d d x = 
lU,*- 6 xdx* _ 6yt — j a qua l e va l«. 
3X 1 4 b x* y x 

re pollo eguale a zeronafce 3 x* — 4 byy—o come fopra ; 
adunque in un folo punto la Curva da concava fi fa 

con- 
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convefla . Se fi foflcro trovati -più valori di x altret- 
tanti farebbero i flefli contrari della Curva. Alle vol- 
te due flefli contrari fi accodano infinitamente , ed al- 
lora accade , che, dovendo edere due ddy , o d dx in- 
finitamente vicini eguali a zero , fia ( chiamati i fe- 
condi d dx' e d d y ) , d d x' — d d x — 0 , d dy' ■ — 
ddyz=o , e perciò d^x—o^ o diy—o; quelli flefli 
contrarii per altro fono invifibili; perchè la Curva da 
concava per efempio fi fa convella nel primo fleflò , 
ed immediatamente da convella torna a farli concava 
come prima pel fecondo fleflo ; fe i punti di fleflo con- 
trario infinitamente vicini foflcro tre farebbe d^y~o ì 
o d*x —o, ed il fleflo contrario farà vifibile, perchè 
la Curva per efempio da concava palla a convella», 
per il primo fleflo , indi immediatamente da convefla 
torna concava pel fecondo fleflo ^ e finalmente fubìto 
da concava torna convefla pel terzo fleflo; onde ri- 
manendo in feguito convefla rellerà vifibile il fleflo ; 
dal che è cofa facile inferire generalmente che fe i 
predetti punti fono di numero pari il fleflo contrario 
è invifibile, fe difpari il fleflo contrario è vifibile. 
Quelli punti fi chiamano ferpentini . 

VII. Quando la tangente, che appartiene al fleflo 
contrario , lia parallela alle afeifle , o alle ordinate , 
allora avremo dx — o , o dy — 0 per le co fe dette al 
Cap. a. del Lib. 2. , dal che non fi dee fubito inferi- 
re, che ivi la Curva abbia un maflìmo, o un mini- 
mo; imperciocché fe il fleflo contrario fia invifibile } 
allora la predetta confeguenza farà legittima; ma fe 
il fleflo contrario è vifibile , allora in tal punto ne vi 
è maflìmo ne minimo polla pertanto j = (p, deno- 
tando (p una funzione di x , farà dy = d Cp 4- - ^ 

S s 2 
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4 - ^ tD . &c. per le cofe dette nel Capo i.L g.n.<5. 

2 • 3 

onde fe divenendo zero d Cp diviene ancora d 1 (p 
non già dì (p la curva non à maflìmo ne minimo , per- 
chè à un flefib contrario; fe fi annulla ancora diq>>e 
non d* cp la Curva à un maflìmo o un minimo per- 
chè il fleflo contrario è in vifibile ; e generalmente fe 
fparifcono nella predetta ferie termini numero pari , 
la Curva, nel punto dove ciò fuccede, non à ne maf- 
fimo ne minimo; fe poi il numero dei termini, che-» 
fparifcono è difpari, la Curva avrà in tal punto utu. 
maflìmo, o un minimo. 

VIIL Alle volte la Curva nel punto F torna in- 
dietro o come nella Fig. 85 . o come nella Fig. S6. ; il 
punto F allora fi chiama Cufpide , la prima forma u- 
na fpecie di cuneo , 1’ altra una fpecic di roftro. Gli 
accidenti, che abbiamo fin ora confiderati feparata- 
mente, alle volte fuccedono o tutti o più infieme nel- 
lo fteffo punto ; comecché quelle confiderazioni fono 
poco utili, e dall’ aitra parte non fono difficili a de- 
durli dalle cofe fin qui dette; perciò (limiamo fuper- 
fluo il darne un più lungo detaglio. Vedali fe fi vuo- 
le il Carmer , o le noftrc Iilituzioni Analitiche T. x. 
Lib. 3 . Cap. g. 



CA- 
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Del Calcolo delle Variazioni . 

I» /'->Elebratilfimo è in quelli tempi il calcolo dette- 
vi Variazioni : male farebbe pertanto proveduto 
alla migliore iftruzione dei Giovani fe fi lafcialfero af- 
fatto digiuni di quella nuova fpecie di calcolo, cho 
molto fi allontana dalla comune , si in riguardo ai prin- 
cipi , fu cui fi appoggia, si in riguardo alla maniera 
di operare, Prima di ogni altra cofa conviene- fidare 
con tutta chiarezza e dilìinzione, che cofa mai fi in- 
tende qui per variazione. .L’ idea univerfale ed aflrat- 
ta della variazione potrebbe riufeire ofeura e confufa 
ai principianti, perciò (limo miglior configlio incomin- 
ciare dall’ idea particolare e concreta , che ci fom- 
miniftra della variazione la Geometria , elfendo da que- 
lla non difficile il palfaggio a quella . Sia pertanto una 
linea qualunque A M, (Ftg. 8 7) la cui afcilfa A B, l’ordina- 
ta corrifpondente BM. Egli è certo che quelle coor- 
dinate fono talmente collegate infieme,chc al varia- 
re dell’ una varia ancor: l’ altra in maniera che trovan- 
dofi T afcilfa A B accrefciuta per 1’ elemento B C 1' 
ordinata B M farà altresì accrefciuta per 1’ elemento 
US; i quali elementi pertanto faranno correlativi, e 
fra loro dipendenti , e apparterranno alla Curva A MS-, 
quelle tali variazioni e cangiamenti delle afcilfe e del- 
le corrifpondenti ordinate , che comunemente vengo- 
no fotto nome di fluffioni differenziali , elementi &c. 
non fono' già le variazioni delle predette coordinate di 
cui intendiamo parlare . Fingali ora che l’ordinata B M 
appartenente all’ afcilfa AB fi accrefea per una por- 
zioncella infinitefima sì, ma affatto indipendente dall’ 

afeif- 
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afcifTa AB ; quella porzioncella Lnfìnitefima MN,per 
cui fi concepifcc variare la ordinata M B indipenden- 
temente dalla variazione della afcifla fi chiama va- 
riazione della ordinata B M ; dunque i'1 carattere di- 
flintivo dei differenziali delle ordinate dalle variazio- 
ni delle flette ordinate è che i differenziali delle or- 
dinate fono collegati colle afcifle e loro differenziali, 
le variazioni poi delle ordinate fono affatto indipen- 
denti dalle afcilfe, e dai loro differenziali . Similmen- 
te i differenziali delle afcrfle fono relativi alle ordina- 
te e loro differenziali, le variazioni poi delle afcilfe 
fono del tutto indipendenti dalle ordinate e loro diffe- 
renziali . Quindi fi intenderà ancora come i differen- 
ziali appartengono ad una medefiraa Curva , le varia- 
zioni poi a Curve diverfe;fi intenderà fimilmente co- 
me i differenziali non alterano la relazione fra le a- 
fcilfe e 1’ ordinate, e come al contrario tal relazione 
venga dalle variazioni alterata . 

II. L’ indipendenza delle variazioni é cosi gene* 
tale che non folo le variazioni delle ordinate niente.-» 
anno che fare colle afciffe, loro differenziali, e varia- 
zioni , e viceverfa; ma ancora la variazione di una 
ordinata, o di Hna afcifTa niente à che fare colla va- 
riazione di un’ altra ordinata, o di un’ altra afcifla. 
Onde la variazione di ciafcuna ordinata, o afcifla, co- 
me fi confiderà nel prefente calcolo, è del tutto arbi- 
traria, purché fia infinitefima : e qui abbiamo un’ altra 
diftinzione fra i differenziali e le variazioni; quelli of- 
fervano la legge di continuità, quelle non fono ad al- 
cuna legge di continuità foggerte . I Geometri fono 
ftati indotti ad introdurre limili variazioni infinitefimc 
sì, ma vaghe del tutto, arbitrarie, e difcontinue per giun- 
gere alla rifoluzione dei più difficili Problemi , cola ve- 
ramente forprendente , parendo a prima villa fleriliflì- 
mo firaile artifìcio. ili* 
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III. Comecché le variazioni differifcono onnina- 
mente dai differenziali , quindi paffando al Calcolo è 
cofa neceffaria adoperare fegni diverfi:per i differen- 
ziali fi ritiene il folito fegno d, per le variazioni fi 
adopera quell’ altro fegno <T, talmente che dy , d x di- 
fegna il differenziale di jy e di x; ày , <?x poi de- 
nota la variazione di y r e di x . 

FV Stabilita 1’ idea , che far fi dee delle variazioni fa 
d’ uopo ftabilire i principi, fu cui fi appoggia il Calcolo di 
quelle quantità. Suppongali a tal fine intorno 1’ aff e AB 
una Curva A P dipendente dalla Curva A M, e per par- 
lare coi termini dell’ Analifi, chiamata T ordinata B P 
di quella Curva = V , AB — x , B M — y , fia V una 
"funzione di .v , y e loro differenziali di qualunque or- 
dine , anzi contenga fommatorie quante fi- voglia , e 
fommatorie di fommatorie ad arbitrio; egli è certo, 
che fe nella efpreflìone V\n vece della y appartenen- 
te all’ afciffa A B vi porrò jy-t-d'j verrà a variarli nella 
Curva A P 1’ ordinata B P corrifpondente all’ afciffa B A, 
divenendo elfa per efempio B Q talmente che farà P 
la variazione di B P, che efprimeremo per <T V; ora il 
calcolo delle variazioni infegna efprimere per y , $ y , 
ddy &c. la variazione (T quindi generalmente il cal- 
colo delle variazioni fi definifce: quel calcolo , per cui fi 
ritrova, la variazione di una efprejjìone data per qualun- 
que numero di variabili , poilo che fi ajjègni a tutte , 0 
ad alcune variabili la fua variazione . 

V. Noi volendo avere riguardo alla brevità ed al- 
la chiarezza fupporremo la formola V contenere fola- 
mente due variabili x, ed y e loro differenziali ; (up- 
porremo inoltre dx collante, ed indurremo la varia- 
zione nelle fole ordinate , cioè nelle fole y . Ogni qual 
volta fi induce variazione nelle ordinate, ovvero nelle 
y , fi induce altresì variazione nei loro differenziali, of- 
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fi a nelle dy ; imperciocché la dy altro non è fe non 
le la differenza di due y infinitamente vicine; fe dun- 
que in quelle fi induce variazione , fi indurrà ancora 
generalmente parlando variazione nella loro differen- 
za dy ; per la Iteffa ragione variar dee d dy effendo 
quella la differenza di -due dy profiline, io fteffo dica- 
fi di d d dy &C. 

VI. All’ ordinata lia infinitamente proflìma 
C S che chiamo —y ' , a cui diali la variazione arbi-, 
traria S G , ed M N fia quella di B M ; la M N fi chia- 
mi S'y, SG $ y' , fi conduca la corda MS, a cui fia 
parallela N.F, farà G F=. $y' — $y, cioè eguale al- 
la differenza di <Tjr, onde farà G F— d Sy . Inoltre ef- 
fendo M N la variazione di y, e GS quella di y' farà 
G F quella di y' — y, cioè farà GF la variazione di 
dy , e perciò avremo G F=àdy. E la ragione fi è., 
che 'variando la B M e divenendo B N, e variando pu- 
re C S e divenendo CC7, il differenziale che prima c- 
ra R Svaria , talmente che condotta N O parallela ad 
M R , elfo diventa O G ; e perciò riceve la variazio- 
ne GF, per effere FOz=. S R . Per tanto fuflifterà que- 
lla eguaglianza dày—$dy, onde generalmente par- 
lando farà Tempre la variazione della differenza di qua- 
lunque formola , che chiarirò V, eguale alla differenza 
della variazione, cioè farà $dV=.d$V, perchè la 
formola V può effere Tempre confideratax:orae ordina- 
ta di una curva. Quella eguaglianza fi può dire il prin- 
cipale fondamento del Calcolo delle variazioni. 


VII. Ed in primo luogo ricaviamo la maniera di 
efprimere tutte le variazioni dei differenziali dy,ddy 
dddy & c . per <Ty,e fuoi differenziali ; imperciocché 

polla il q = rz= t = il &c. , farà 
dx 4 dx dx dx 
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.*? = 
** = 


^ ^ ( numero 6 ); finalmente farà 

</ x 


<T */ p 4/ <T ^ d\y 4 

d x ^ x dx* * 


così fi troverà d* r = 


^ d^ 

4*X* ’ 


<Fx 


dU\y_ 
d x* 


&C. 


Vili. Premefli quelli principi veniamo al Calcolo. 
Sia propolla una formola qualunque V \ che contenga la 
variabile x , ed il di lei differenziale i x collante , e 
inoltre contenga la variabile y coi fuoi differenziali 
di qualunque ordine; fingali variare la y per una quan- 
tità infinitelìraa , fi domanda la variazione di V 
data per d“j , e fuoi differenziali. Pongafi dy—pdx , 
ddy — qdx*) d J y — r d x } t d* y —s d x* &c. } ed efe- 
guita la foftituzione nella formola V fpariranno i dif- 
ferenziali dy, d d y , &c. e diverrà V funzione delle 
variabili x , y , p , q , r , / &c. . Col variare la y , fi 
varia ancora p, q, r, t &c. ( numero 5 ) ; onde per 
ritrovare la variazione di Knon vi li dee icrivere Sol- 


tanto j-hd'j in vece dì y , ma ancora p +$p in ve- 
ce di p , q <T q in vece di q , r -4- 8 r in vece di r, 
r-|-<rr in vece di / , &c. efeguita quella foftituzione 
V diventi V' farà S Vz=.Y' — K; quindi la Variazio- 
ne di V nel cafo prefente fi determinerà appunto 
come fi determina la di lei differenza fupponendo 
fluire fecondo la maniera ordinaria le y , p , q> r , i 
&c. Ed in fatti o fi accrefcano le y * p , q } r, s &c. 
per dy , d p , d q , d r , d s &c. ovvero per à y , <T p, 
d 1 q , <r r &c. in quanto all’ operazione torna lo llef- 
fo ; imperciocché i fegni d , S fono in tal riguardo in» 
differenti . Ma abbiamo per le folite regole di differen- 
ziare d V — Hd j-+- P dp QJq-+-Rdr-\-Sdr &C. 
fupponendo collante la x/ dunque foftitueodo in vece 
Tom. li. T t di 
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di dy , dp , <Jr, rfr &C. d'j, d> , d 1 ?, $ r , $ s 

&c. farà <T = N d'j -J- P d p + .QjT # -4-K d 1 S <T x 

&c. ; ora ( pel numero 7) è $p — — ^-, d' 7 = — 

*£ / j 
^ x 


etc. ; dunque foftituendo farà d' F== N d'j -f- 


+ 


O d* y R dì d 1 y S d* <? y . r , 

^ ■ etc. come li dove- 


dx* 


d x * 


dx* 
va ritrovare . 

IX. La forinola V fia ora eguale a /7T d x , e fi a 
;r una funzione come lo era V nel numero preceden- 
te fi domanda d 1 lf per d'j e fuoi differenziali . Effon- 
do V =/tt d x , farà d V—'K d x , e d' d Vz=. $ Tt d x; 
ma è cidV—dSVy num. 6 ; dunqne farà d$V=. 
$ 7 tdx, ed integrando farà d'J /r =/d'7T</x.Il nume- 

V d$y 

ro precedente ci infogna effore d 1 7t =:N d'j H — - 

d x 

-f- 9^ Al ff . -T etc. ; dunque foftituendo farà 

d x 1 d x* 

S VzzfH Sydx+fVd Sy+fojLìi +/R £Jj! 

etc. Se caveremo da quefte fommatorie le parti inte- 
grabili farà fPd d'j eguale a Pày — /VP d'j, così an- 
cora è fQd 1 d'j = Qdày — d Qjy + f d* > 

fR d* d'j = R d 1 d'j — d R d d'j •+• d 1 R d'j — / d ì Roy 
etc. ; foftituiti quelli valori nell* efpreflìone di d* V) e 
raccolte tutte le fommatorie in un membro , tutti i 
termini che contengono d'j in un altro, quelli che_, 
anno dà y in un altro etc. farà (chiamato per maggior 
femplicità d’j=w)farà dico 


* * 
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d V=zf w d x . ( N — il -f- 

' v d x <t x* 


//5R <*4 S 


4 x J d x* 

, _ </ O <f l R dì S 

4. w(F — — 

^ K dx dx* d XÌ 


&c. ) 
&c. ) 


</w x . d R d* S - 

&c) 

•> 

ddu d S o n 

+ X?- (R -— &c<) 

■-• • -+:rl’( s&c - ) 

dx» 


I termini che moltiplicano w x fi chiamino H , quel- 
li che moltiplicano w fi pongano = H', e così fucceffi- 

vamente, farà ^=/Hw^+wH’ + ^ H" -t- T 

— H'" &c. 
d x 1 

X. Se ila F=/tt ^ x-+./Vrf x 4- /«*' * * &c. ed 

inoltre contenga <p funzione di x, jy > p) q, r > r &c. 
farà d V—Tt d x 71' d x -f- tt" d x &c. e per- 
ciò & dV=d$V=$Ttd x-H«J' 7 T'</x-t-<i'tt"^ x&c. 
-f-d ed integrando farà d V— f$i:dx-\-f$T:'d x-f- 
fàit"dx &c. H— j ( giacché $ d cp — d $ Cp) : tutti 
quelli membri fi fanno ritrovare per i numeri prece- 
denti ; dunque fi avrà ancora in quello cafo d V dato 
per S'yy e fuoi differenziali. * 

XI. Se poi fia V-fTdx^ e fia * =/X al- 
'lora fi troverà SV~f<s , Kdx; e comecché abbiamo 
ancora d 7 r=/dXrfx farà d V=zfdxfS"K d x ; ma_# 
in , e dX lì fanno ritrovare per djy e fuoi differen- 
ziali) così rellerà ancora determinata d^per o 

< r ' ' 1 » ■ . j . * 

- . t 1 2 fuot 
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fuoi differenziali . Con queft’ artificio non vi è forino- 
la data comunque per x , y e fuoi differenziali , per 
fommatorie di fommatorie quante fi vogliono, che non pof- 
fa efpriraerfi per $y e fuoi differenziali; anzi il me- 
todo fi eftende a qualunque numero di variabili , che 
entrano nella forinola V a cui fieno affegnace le loro 
variazioni . Riufcendo ‘1 calcoli troppo lunghi e. male 
adattati a quelli Elementi ci atterremo dall’ addurli. 


CAPO XII. 

Della determinazione delle Curve dotate di proprietà 
fpettanti ai majjìmi , o minimi . 

I. TL Problema: Ritrovare la Curva dotata di un da- 
X to maffimo, o minimo: potrebbe fembrare 1’ in- 
verfo di quello , nel quale fi propone di ritrovare nel- 
la data Curva 1* afcilfa a cui corrifponda una maflìma, 
o minima ordinata , una maffima , o minima tangente, 
un mafiimo o minimo raggio di ofculo &c. . Ma la 
cofa non è così, perchè ilProblema veramente inver- 
fo del fopra efpotto farebbe ritrovare la Curva, in cui 
alla data afcilfa corrifponda una maffima o minima 
ordinata , una maffima o minima tangente, un maffimo, 
o minimo raggio di ofculo &c. ; il qual problema è 
aleutamente indeterminato e nugatorio ; perchè 1’ or- 
dinata maffima o minima non riguarda fe non fe un 
punto di Curva , la tangente comecché efpreffa per i 
primi differenziali riguarda due punti infinitamente vi- 
cini, ed il raggio di ofculo perchè efpreffo per i fe- 
condi differenziali riguarda tre punti infinitamente vi- 
ci ni x c non altro; onde è imponibile da quelle pro- 
prie.'- 
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mieti fare il paleggio alla determinazione della Cur- 
ila; a quello fine è necelfario , che il malfido o mi- 
nimo fia vincolato , e collegato con tutto 1 a . ndam ™’ 
to della Curva in maniera, che fuppofto cangiarli qua- 
lunque di lei elemento venga a cangiarli ancora la quan- 
tità che fi vuole malfima , o minima, come farebbe dati 
duu punti (Fi g M.)A.B nella r.nea.4Bc datala fon- 
thtiin della Curva AMb, «trovare la Curva A MB 
tale, che 1 * area AMB fia malfima ; qualunque ele- 
mento fi cangi di quella Curva , 1 ’ area AMB corri - 
condente all’ aflìlfa AB non è più malfima . 

II. Prima di paflare più oltre conviene diltiD- 
puere le forinole differenziali date per le variabili x 
ed i che fi poflono integrare indipendentemente dal- 
la relazione fra x,ed jr, le quali fi chiamano definite , 
dalle formole differenziali le quali non fi poflonq alto- 
lutamente integrare lenza che fia Affata la relazione^ 
fra x , ed y , le quali fi chiamano indefinite ; del primo 
“ . dx-dy r'.(d*+d n 

jencre fono «rfj+jrrfx, - . 7“^ — 


1’ integrale della prima è xy > della feconda / x- y> 
dalla terza * I* angolo della tangente x-by nel cer- 
chio che à per raggio r; i quali integrali fi anno in- 
dipendentemente dalla relazio ne fra x , y ; del fecon- 
do genere poi fono y dx , y ? d x x -b d y* . la fommato- 
iia delle quali mai non fi può ottenere fenza che fi fi® 
prima la relazione fra x, ed y ; onde fi polfa folti tul- 
le il valore di x dato per 7, o viceverfa . Ora 1 mafli- 
mi ed i minimi, di cui decorriamo prefentemente, mai 
non polfono elfere efprelTi per fommmatorie di formo- 
le differenziali definite , ma fol tanto da fommatorie 
di formole differenziali indefinite ; imperciocché le i 
noftri ma/fimi o minimi, benché debbano aver luogo. 

quan- 
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quando 1’ àfliiTa x 'diviene eguale ad a , nientedime- 
no deóno racchiudere tutta la fomma degli elementi 
della fommatoria corrifpondenti a tutti gli elementi 
della x principiando da x=ro, fino ad x = a , bifo- 
gnerà , che fia nota la relazione fra x, ed^; poiché 
' fofliijuito' ìl j vhlore di y dato per x della fommatoria, 
quella ^>otrà béniflfimo efprimere la quantità ma/lima o 
minima quando fia x = a , la quale racchiuda tutti gli 
elementi della fommatoria corrifpondenti agli elementi 
dell’afciffa . Ma fe la fommatoria foffe di formola diffe- 
renziale definita ; efeguitala fomma, e foftituito a in ve- 
ce di x, quella fomma non potrebbe contenere fe non fe 
quantità appartenenti al punto della Curva dove foffe 
x=«, o a punti infinitamente vicini, fecondo che la 
«formola definita 1 conterrà primi , fecondi , terzi &c. dif- 
ferenziali così fe io volefii una Curva, in cui foffe 

O — 

maflìma fxdy-\-ydx, quando x diviene eguale ad a , 
efeguita la fomma e porta a in vece di x fi avrebbe^* 
ay un maffimo ; ora ognun vede ehe quello mailìmo 
non à alcuna relazione colla Curva , ne può in al- 
cun modo fervire a determinarla . Poffo confermare la 
fleffa verità con altra ragione ; nell* efempio del para- 
grafo antecedente fe P area A M B è maflìma , con- 
verrà che indotta qualunque infinitefima variazione^ 
in tutto P andamento della Curva , come fareb- 
be fe prendefle la pofizione AKS B , converrà dico , 

‘ che quello cangiamento fia efpreffo da una fommato- 
■ria di formola indefinita ; perchè fe tale variazione fof- 
fe efpreffa da una fommatoria di formola differenzia- 
le definita, efeguita attualmente la fomma, conterrà 
quella foltanto le variazioni* intorno al punto B dove 
è x = a , ne perciò la formola della variazione potrà 
avere relazione colla natura della Curva A MB; fe 
dunque la formola della variazione dee effere una 

*• , fom- 
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foramatoria di forinola differenziale indefinita, bifogne- 
rà neceffariamente » che la forinola del maflimo e del 
minimo fi a Umilmente una fommatoria di forinola dif- 
ferenziale indefinita . . . 

III. Non ottante la differenza grande che patta 

fra i maflimi ed i minimi di cui parliamo , ed i maf- 
fimi e minimi da noi altrove considerati ; quelli per 
altro con quelli convengono in ciò , che tanto quel- 
li quanto quelli non foffrono minima alterazione ^ben- 
ché fi induca negli elementi una variazione infinitefi- 
ma , perchè tale proprietà difcende immediatamente 
dalla natura del mattimi e minimi ; imperciocché po- 
llo V quantità fluente , fe quella viene maflima , il di 
lei differenziale dovrà in feguito cangiarli da pofitivo 
in negativo, onde nel punto del maflimo farà il pre- 
detto differenziale —o; fe adunque fi difegni la va- 
riazione di V «ol fegno farà d 1 o , dove Vk maf- 
fima o minima; mi fervo del fegno <T e non d^ per- 
chè quelle variazioni fono del genere da noi confide- 
rate nel Capo precedente . Potendoli quella verità de-i 
durre dalli ftelfi principii, dai quali fi deduffe per i maf- 
fimi e minimi altrove confiderai , non mi dilungherò 
più oltre intorno ad effa. 1 •* • *> ‘ j ■ *• 

IV. Sembrandomi di avere premetto quanto, è 
neceffario per 1* intelligenza, e per la rifohlzione-dei: 
Problemi che ci accingiamo a trattare ; fia data in^ 
primo luogo una formola V=zf'ndx ì e fia una fona- 
zione di x , ed jr > fi cerca una Curva , in cui all’ a- 
fciffa x— a fia V un maflimo, o un minimo r Dovrà 
effere adunque 8 V — $fTtdx~Oì numero preceden- 
te ; ma abbiamo 8 fi: d x :=/H dx $y -4- H' d'jf-t- 
H" d$y &c, num. 9. Cap. 11. in fuppolizione che va- 
rano loltanto le y , come fupponiamo per maggior 
chiarezza e brevità; dunque dovrà effere fHdxày 
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H- H' <T y 4. H" d £y &c. = o , porto ora dic~Mdx 
-f-Ni/j-f Qjd q &c. , non contenendo Trche 

le fole variabili x,y lenza differenziali, faranno P, O 
&c. eguali a zero ; dunque H’ , H" &c. funzioni di 
P, Q&c. faranno nulle; ed in H vi fi conterrà la 
fola N , eflendo efclufa la M , perchè fi fuppone x 
invariata; avremo per canto fKdx$yz=.o; quefta 
equazione fi à da verificare qualunque fieno le varia- 
zioni indotte nelle y , le quali fono del tutto arbitra- 
rie , ed indipendenti 1* una dall’ altra; dunque non fi 
potrà mai verificare quefta equazione, fe non fia K—o 
in tutti gli elementi dell’ maflìmo o del minimo ap- 
partenenti agli elementi dell’ afciffa principiando da 
x — o fino ad x—a ; dunque bifognerà che per tutti 
gli elementi dell’ afcifTa fia N =o; eirendo pertanto 
N data per x e per y , N difegnerà la Curva cerca- 
ta . Efempio fia V=zfi^ u 2 x l y — i j a ì x y- f-5 a 2 yì — ly^dx 
farà 7 T = 1 5 a 1 x l y — -i$ a* xy- 1-5 «* y * — a yf ; fi diffe- 
renzii quefta forinola in fuppofizione delia foia y flu* 
ente, e fi avrà H:i^z=a t x t — a> x + a x y x — y* = 0, c- 
quazione della Curva cercata. Comecché quefta equa- 
zione è divifibile in due fattori ax — ed a x 
H \~yy — aa-=zo; perciò due fono le Curve foddisfa- 
centi al Problema che fono appunto due Parabole * Bi- 
fogna ora determinare fe la V nelle noftre Curve fia 
un maifimo , o un minimo ; oflervo che cofa diviene 
la V quando fi prenda x infinitamente piccola ; fer- 
vendomi della prima equazione ritrovo V = / — 

io a>xdxJax\ adoperando poi la feconda ricavo 
[x a* d v: ; alla linea dell’ afcilfe riferifco ora un* 
altra linea diverfa dalle noftre parabole, per efempio 
una linea retta . che coincida colla fteffa linea delle 
afcilfe, in cui per confeguenza è y = 0 ; foftituito que- 
llo 
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fto valore di y nella formola V farà V-=zf 0 d x ~ o • 

dunque / — loaìxdxy/nx elTendo minore di fodx 
nop potrà eflere un maffimo , perchè vi è una linea 
riferita alla fletta linea delle afcifle, in cui V è mag- 
giore dell’ V nella Parabola , ed in confeguenza la V 
nella prima Parabola farà un minimo . Per la feconda^. 
Parabola poi eflendo fzaìd x maggiore di fod x, non 
potrà V eflere un minimo ; dunque farà un maflimo • 
con queA’ artifìcio non farà difficile aflicurarfi nei cali 
particolari le V fia malfima o minima . 

Y. Porta d y — p d x , d d y ara q d x* , dì y — r d x 3 

&c. fia 7r una funzione di x ,y ,p, 7, r &c. , fi do- 

manda la curva, in cui fia V=zfT:dxun maffimo, o 
un minimo . Si diiferenzii 7r fupponendo fluenti y , 
pi q>r &c. ; onde fia d Tt = H d y P d p 4- p d ^4- 

-n 1 a . VT d l* d l Q dì R 

R dr dee. e pongali N — — &c. 

d x . d x* d x J 


= «, P _iS- 4 


d x d x* 


Scc. = H' 


„ d R 0 

Qs— j— &c. 
d x 


= H" |R= H"', farà num. 9. Cap. n., $V=zfH d xà y 
+ + ^ $y -f- H" d l $ y . Ora quella varia- 

zione per la natura dei maffimi e dei minimi dee el- 
fere eguale a aero ; e comecché le variazioni del- 
le y olfia le <T y fono del tutto indipendenti , e slega- 
te fra loro , comecché affatto arbitrarie , non potrà 
elfere generalmente <£ V~Oy fe non fia feparatamen- 
te fH dxày.— Oy H' ò y=zo , H' d$y~o ,H"‘ dd <T y 
= 0; anzi fe nella fommatoria la H non fia eguale a 
■zero , come fi è inoltrato nel numero precedente, dun- 


que avremo nel prefente cafo 0 ~ H — K — .4. 
d* dìR dx ^ 

iTx» d~xi ^ C * * finailmcnte avremo H' = P 

‘Totn. Il, V y ~ 
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dd R 


d R 


&c. ; o zz H" = O — &c. , o zz 

dx ' dx 1 - . dx 

H'"zzR . L’ equazione H = o efprime la natura», 
della Curva cercata; perchè dee edere Hzzo in tutti 
gli elementi della variazione corrifpondenti a tutti gli 
elementi dell’ afcifla principiando da x zz o , fino che 
k giunga a un dato valore per efempio zza; al con- 
trario và la cofa nelle equazioni H' zzo, H' 1 zz o , 
H'"=o; quelle equazioni appartengono ai punti e- 
ftremi della Curva, e col di loro mezzo fi determina- 
no alcune proprietà che deono convenire in tali punti 
alla Curva cercata . Un detagliato efame di quelle pro- 
prietà ci farebbe deviare dalla brevità propoftaci; per- 
tanto fupporremo in quelli punti le variazioni delle or- 
dinate eguali a zero, giacché fono arbitrarie , potendo 
chi defidcra penetrare in limili recedi consultare il 
Signor La Grange, Euler , ed altri , i quali anno con 
fublimità trattata quella materia. Efempio primo. Si 

cerchi una Curva in cui polla pzz'-^.faf ^ SjH 

d* ^ x 

un minimo ; facendo il confronto colla forinola V zz 

onde fuppofta collante^ 


frdx, farà tz -Ì l±21 

V * 

x,àx farà d nzzN dj+P d p-\- Qd q &c.— * — £ 

V x 

Am 

dunque farà N zzo, P zz 

y/ x 4- x p f - 

ctc. ; Ma dee edere nel cafo del minimo 
■h — 7 — etc. = o dunque farà D 

fi v* 


xp p 
Qj=. o ,R zzo 

H = K — 


dx dx 1 


—o; 


V x-t-*pr 

eper- 
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P i i % 

— : = • ; — r= c la colante , che 


e perciò — 

y / X-\- X J>P y/ C y/ 

fi dee aggiungere nell’ integrazione; e quadrando fa 
rà onde = — , ed 

“ * y/ c — x 


y = f 


d X y/ X 


y/ C 


b, equazione alla Cicloide.* Se ri- 


a * d ~X \J X „ X d X 

netteremo eflere f — ?- — = / < 


V c 


y/ C X X X 


S-d X 


— y/ c x — x x -+. r - 2 — ; e fe rifletteremo in- 

y'f X X X 

’ Ld x 

oltre efiere /~_ 2 — un are® di cerchio , il cui rag- 

y't x - x x 

gio è~, ed il fenoy/rx — xx,faràj= — y/c x — xx 

chiamato 1’ arco predetto — (p, Se fi vo- 

glia jf= o , dove è x = o , farà y/ c x — xx zz o , o 
perciò 0 z=oì dunque avremo b—o , e l’ equazione 

dovrà edere y — (p — V cx — xx. Se fi voglia inol- 
tre che la cicloide pam per un altro dato punto, va- 
le a dire fe fi voglia y — m , dove fia x zz: « , avremo 

1’ equazione m —ro — y/ c n — n n , e comecché <33 b 
dato trafeendentemente per il feno, fi potrà determi- . 

tiare trafeendentemente c per m , ed n . Effendo 


Vvz 
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— y y — ; fatta dy = o farà y/ x az: o ; dunque do- 

J c — x 

ve x — o la Curva tocca la linea delle afcilfe. Dati 
per tanto due punti fapremo determinare la Cicloide, 

• • i r r d I 

e fituarla in maniera fra i punti dati, che ha J 
un minimo . , „ y * 

VI. Efempio fecondo. Fra le Curve della ftefla_» 
lunghezza, che congiungono due punti di una retta-» 

— m ritrovare quella Curva, in cui fia maflìma 1’ a- 
rea comprel'a fra la retta data e la Curva . Un dei 
detti punti fi prenda per principio delle afcilTo 

— x prele fopra la retta (leda . Comecché abbia- 
mo 1’ elemento della Curva dr — ^dx 1 ~\-dy 2 = 

d x ^ i p f > fatta cioè p d x — dy ; farà tutta la_» 

lunghezza della Curva cfprelTa per fd x y' i -+- p p ,* e 
comecché quella fommatoria è collante , farà la fua_» 
variazione —o; finalmente efléndo l’ area efprefla ge- 
neralmente per jydx , e dovendo quella edere un^ 
nialhmo taià lafua variazione eguale a zero; ficc hè dun- 

que avremo nel cafo prefente 8 i'yd x-p- 8 fd x^ ì -\-pp 
riguardo alla prima fommatoria fatto il confron- 
to colla formola generale jtt d x , farà tt z=y c di r = 
N dy -f- P d p -f- f> d q = dy ; onde avremo N = i j 
2 = o etcT; in riguardo poi alla feconda fom- 
matoria farà 7r= \/i-t-pp,ed 7 :=.N' d y-+- P' d pc:c.= 

— ^ - — ; dunque farà N' = o , P'= — — ■ •> 

v/i-t-p/’ V /l +P 

ìi' etc. faranno tutti eguali a zero. Ma nel cafo pre- 

— , V7 d P d'O , d P 

fente dee edere N — \- - — >- etc. -+-N — - — 

d x dx 2 d x 
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d * Qj. etc> ~ o ; dunque nel cafo prefente farà N — 


^ ^ — o , cioè i — d 
d x 


•+ =o, e perchè dx 

d x y' i ~hp p 

è collante farà dx—d . - J ■ - ; ed integrando farà 


V / i-i-pp 


dy 


X — 


V l ^~P P 
x — a 


Vi — ( x — a 


-4- a , da cui fi ricava p = ^ = 

, e perciò integrando farà finalmente 




y i * 2 

i — ( x — a ; olii a 1 = 7 + 4 -4- x — a , 


equazione al circolo . Dovendo il circolo paflare per 
P eftremità della retta data, dove è x=o, bifogne- 
rà che ivi Ila ancora y =. n ; e perciò avremo /> = 
x ~ a c i, dovendo inoltre palfare il circolo per .1’ al- 
tra eftremità della retta, vale a dire dove è x — niy 
farà in tal luogo Umilmente j =: o ; -onde avremo 


. , m 

i — i — a 4-+- m m — z ma a u ^ cioè a — — > e per- 

^ ■ 2 


ciò b — i — ’O—HL ■ dunque le due coftanti fonoda- 

4 

te pel raggio = i , e per m . 1 1 raggio del circolo — i 
è indeterminato; ma eflendo data la corda , e la lun- 
ghezza dell’ arco fi faprà trafeendentemente ritrovare 
il raggio conveniente. 


CA- 
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C A P o XIII. 

Delle ’Trajettorie . 

I* T)If°gna rifovvenirfi di ciocché fi è detto nel lì- 
£> bro 2. Capo 7. num. g. cioè, che fe fi voglia 
prendere la differenza di f^dx^m cui 7 r data fia per 

* » g > nella fuppofizione che varli la fola g , fia tal 

* d'K 

differenza eguale a dgf— -d x ; della quale verità ivi 

* o • * 

fi promife di recarne una folida dimoftrazione dopo efpofta 
la dottrina delie variazioni . La dimoftrazione è la feguen- 
. te: fatta z —fi: d x , farà d z — ’Kdx;e$dz=z$Ttdx i 
e per ti num. 6 . Capo iz.j farà d <T z> zr: <T 7T d x , e foni* 

mando farà dx; ma abbiamo «Ttt — — A S, 

d g 

nel cafo che varii la fola g , e fi difegni per d g tal 

variazione; dunque farà <T *=/</* ^.^x,offiarf* = 

. ' d & 

* . u 7T 

« « *> come abbiamo alferito . L’ efpreflìone^ 

difegna il differenziale di tc nella fuppofizione 

che in 7T varii la fola g,c . dx difegna 1' inte- 

dg 

graie prefo nella fuppofizione che vari i la fola x , tv 
per tal motivo il fattore dg considerato come cofbn- 
te fi è porto fuori del fegno ; cofe che abbiamo altre 
volte notato , e che bifogna bene avvertire per non 
prendere equivoci, 

II. 
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IT. Per venire alle Traiettorie fi concepita una 
ferie di curve efprerte per una fteffa equazione , in cui 
una retta , che è colante mentre fi ftà in una Curva 
della ferie, varii mentre fi fa paflaggio da una Curva 
in un’ altra , come farebbe la ferie delle parabole ax 
—yy > < l ua ^' nafcono fupponendo variabile il para- 
metro a ; quella ferie di curve venga fegata da un’ al- 
tra Curva, per efempio da un circplo; ciò porto le 
Traiettorie altro non fono che Curve , che fi cortrui- 
fcono mediante le quantità, che fi determinano còlla 
fezione delle predette Curve. La retta che è cortante 
nella ftelfa Curva, e che fi fuppone variabile mentre 
fi parta da una Curva all’ altra fi chiama parametro . 
Sia ora una famiglia di Curve le cui afcifle comuni fia- 
no =r x, ed il cui parametro fia — g; fi prenda in- 
oltre in tutte una afcifla collante eguale a c ; fi cer- 
ca 1* equazione della Curva in cui le afcifle Geno g, 
le ordir ate poi fieno =.Sn d x ; Tt fi fuppone data per 
g , e x, e la fommatoria fi dee prendere in fup- 
pofizione della fola x fluente, ed in maniera che cor- 
rifponda alla afcifla x — c. Se Sndx riceve integra- 
zione algebraica , efeguita attualmente 1* integrazione, 
e portavi c in vece di x, farà S7r^x odia r ordina- 
ta della Curva cercata data algebraicamente perl’a- 
fcifla ^;onde tal Curva farà algebraica; fe poiS?r//x 
non fi può ottenere algebraicamente , fi potrebbe fa- 
cilmente ottenere per una ferie data algebraicamente 
per g ed x , e porta x = c la ferie farebbe data alge- 
braicamente per g e cortami. Ma fe fi vuole T equa- 
zione della nortra trajettoria in termini finiti , benché 
differenziale fu tale equazione; allora conviene ope- 
rare nella maniera che fegue. Pongali S tt d x — % ,« 
fi diiferen&ii nella fuppofiiione che vari! la fola g* 

farà 
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farà dz-^dgf d JH .d x; k f d JH . d * dipende da_. 
dg d g 

A d x in maniera che fia f d JL . d x^QX+Rfn d x; 

in cui X fi da per x , g ; £)^ed R folamente per ? • 
avremo > d z = QX d g + R dgfn d x ; ma è /*5£ 
. — z; dunque farà dz — Q^X d g -f- R z d g equazione 
data per le fole variabili z, g; perchè in vece di x 
fi dee porre c. 

d 7 r 

III. Se la / - — ,dx non fi pofla ridurre zfndx l 
dir 

pongafi j-—P i e comecché abbiamo d zz=zd gf — . d x, 


dz 


d £ 


d g — fi differenza quella fommatoria in 

fuppofizionc , che fluifca la fola g farà d — — 

d ' d & ' 
d if d x ’ } fe adunque f d x fi potrà ridurrei 

a/7r^Xj e fcpdx in maniera che fia/l^?.rfx=r 

d g 

R/n d x S fCp d x ) foftituito z in vece di 

firdx, e in vece di ftodx, avremo d^L er 
dg T dg 

QJt d g-\- R z d g -f- QJ d z - y andando avanti collo 

ftelfo metodo fe f—dx non poffa ridurli alle due 
d & 

antecedenti, fi faccia la terza differenziazione, e fe la 
fommutona che ne deriva fi potrà ridurre alle tre an- 

tece- 
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tecedenti giungeremo all’ equazione d 1 ' d * 

d x> 

^{-Rzdg-^~Sdz~\~Td-—. Se 1 * operazione lì deb- 


A Z, - 


ba feguitare innanzi troveremo d ~d — d — 

^ *& 


QXdg+Rzdg + Sdz + fd^ + Vd'^dj^ , 

e così in feguito. Le £>^, R, S } 7 *, fono datefem- 
plicemente per g e collanti, la X poi è data per x 
e per^; dopo la reduzione fi ponga c in luogo di x 
reiteri X data foltanto per g e collanti . Si eteguifca- 
no ora nella predetta equazione le differenziazioni in- 
dicate nella fuppofizione di dg collante farà QX dg 

d j , c j . Td dz d> & df * 

4 - R z dg-hS dz>-\ -j- V — — — — 

dg dg 1 d gf ~ 

— o, equazione generale per le Traiettorie . Efempio. 
Centro C ( Fig. 89 ) e coll’ intervalli C A , C 2 A fi 
deferivano i circoli A D , 2 A 2 D , nelle tangenti dei 
quali fi taglino le porzioni AB, 1 A 1 B eguali alla 
collante c ; fi conducano i raggi C D B , C 2 D 2 B , e 
dai vertici A , 2 A fi conducano le normali ai raggi, 
cioè A E, 2A2E, le quali fieno eguali agli archi 
AD, 2 A 2 D : fi cerca 1 ’ equazione della Curva , che 
parta per i punti £, 2 E. Se nella tangente fi prenda 
la variabile x , T ateo in ciafcuna Curva fi efprime* 
d } C 

rà , per / — 1 _ , chiamando i raggi C A, C 2 A =.g ; 

gg-h*x 

adunque fe i medefimi archi AD, 2 A 2 D fi chiami- 


Tom. Il, 


Xx 


no 
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— r & zd * 


rà — =/ , 

££ *£•+■** 


, e dividendo per ££, fa- 

gg+xx 

; fi prenda ora il differenziale di 


quefta equazione fupponendo coftante x, rfx, farà 
^ a Agf-}.$ d -. t- -j quefta fommatoria dipen- 

£g gg-+-xx 

2 fax — x 

de dalla prima, elTendo — / = - — ===== 

gg+xx g'gg+xx 

L r d * - : fe adunque in vece di / fi 

„ i „ ^ gg+xx 

- ? ^ 4 - ; cioè 


5 , 
z _ . . z — x ti g 

foftituifca — > Tara — = 

gg gg 


gdz 


g-gg-t-XX é> 

— 2 z> d g — xtì g z dg g< gd z— z d g 

- g 'gg-f-xx g i z* 

-vdtt r y 

, - — , e moltiplicando per g fata - 


g-gg+xx 

_ — xdg 


g 

■ c d p 


, e pofta x = cfarà, d 

gg 4_xx & gg~ J i~ cc 


e- 


quazione differenziale della noftra Traiettoria. 

IV. (piando la ferie delle Curve venga legata da 
( Fig..go ) una linea Curva, allora non fi può confi- 
derare x come coftante nella frcdx^c perciò fi dee 
ditferenziare quefta fupponendo fluente la g > e 
x ; eccone un efempio . Collo ftetfo vertice A , 
e coi diametri A fi, A 2 B &c. =g fi deferivano infiniti 
circoli; e centro A raggio A H = a fu deferitto il cir- 
colo H K , fi cerca là Curva- le cui afeiffe fieno AB, 

AzB 


Digitized by Google 


CAVO XIII. ' 347 

A zE 6cc.—g j le ordinate poi AE> AiE—z.S\ tiri, 
no le ordinate ED, 1E1D , e prefe le afciffe x 
dall origine ^ gli archi ^£, verranno efpref- 


fi per / 


£-d x 
2 

V £* — ** 

£ 


> dunque avremo T equazione 


*-^x 

* —T — 2 , odia if -/ _ ***. 

l/ <£ ■* “7" x x _ Vg x — xx 


; comec- 


ché x non è collante fi differenza I’ equazione ira, 

fuppofizione di z , g , x fluente, farà ^ 

£ * — xx 

+ d gf' 


— d x 


— , prefa cioè la differenza della . 
1 y/x.g~x l 

lommatoria prima in fuppofizione della fola x fluen- 
te , e dopo della fola g fluente ; la f - d x ^ 


algebraica, ed eguale a 


V* 


&V&-Ì-X 


2 V x • £ — x* 

; dunque avremo l’ e- 


d x 


quazione d Lfl = 

£ V£ *-~*X gy/g~ X 


d zV* n _ 

— . Per toglie- 


re la x bifogna avvertire, che il quadrato DE tanto 

è eguale a g x — x x , quanto ad A E — AD* —a* 

— xx; dunque farà gx = aa , cd x^rlf, e dx = 

£ 


X 2 
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i--, foftituiri quelli valori nell* equazione fa- 

gg 

- — iati? „ gdz — zdg — ad g 

ti dii - — — ; offa 4 — ; 

£ gV££— aa g y/g£~ AA 

equazione appartenente alla Traiettoria ricercata. 

V. Avvi una altra fpecie di Traiettorie , che na- 
scono quando una ferie di Curve venga fegata da una 
Curva in maniera che data 7t per g ed x fia fndx 
collante , ovvero eguale ad una funzione di x e g ; 
r.el qual cafo non lolo fi può cercare 1* equazione^ 
della Curva fecante , ma ancora della Curva , le cui 
coordinate fieno x, e g. Si chiami pertanto =z la 
quantità che dee eguagliare fndx , onde fia z —flt d x, 
fi differenzi quella equazione fupponendo fluente x, e 


d'ir 

g 5 farà dz —Ttdx^r dgf — . d x ; 


le fi può otte- 


nere algebraicamente quella fommatoria, ovvero fé fi 
può ridurre alla precedente , avremo una equazione-/ 
differenziale del primo ordine fra g , ed x; in cafo 
poi contrario , fatta la divifione per dg fi prendano 
di nuovo le differenze, e fe nafee una fommatoria al- 
gebrica o riducibile alle fuperiori ; fi otterrà una e- 
quazione differenziale del fecondo ordine, e così in^ 
l’eguito . Quella Curva delle coordinate x, g non di- 
pende dalla pofizione delle Curve , che coftituifcono 
la ferie. La equazione poi della Curva Legante fi ot- 
tiene coi metodi volgari data 1* equazione fra le co- 
ordinate x, g , e data la pofizione delle Curve Lega- 
te . Veniamo all’ efempio . In una ferie di circoli lì 
taglino archi eguali, che chiamo <r, cerco l’equazio- 
ne della Curva , le di cui coordinate fieno i raggi , e 
le tangenti degli archi . Prefa x nella tangente , e pa- 
lio 
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fio f il raggio P arco viene efprelfo per f JOL^L - t 

* ‘ ‘ Z&+ x x 


= /- 


g d x 


dunque farà u—f odia 

ZZ±xx g IZ-^xx 

fi prendano ora le differenze fupponendo fluenti le x, 

e b hA-t Ìl=-àil- + i t f”L=£Ll* S * 

tg £S+xx tzth 

fommando attualmenre giacché la fommatoria è alge- 

'braica avremo — ^g — & ^ y — equazione ri- 

gg . gg+xx 

cercata. Se fi voglia poi 1 Equazione della Curva le- 
gante i circoli , bifogna avere riguardo alla colloca- 
zione dei medefimi circoli . Siano per efempio tali cir- 
coli concentrici, ed il centro comune fiaC y ( Fig. 91 ) 
gli archi eguali fieno A E , zAzE> le tangenti /4G, 
2 Az G , la Curva fegante E , 2 E ; fi chiami C F=w, 
E F — n y farà gg — mm-\~nn ; inoltre eflendo x : g 


n : m , 


farà 


n g ' n y/ m m -4- n 
m ni 


fatte per 


tanto le dovute foftituzioni farà — a d ^ m m n n 

— m li rt — n d m . 

VI. Sono celebri ancora le Traiettorie ortogona- 
li, e le Traiettorie reciproche. Eccone una idea. Si 
cerca una Curva ( Fig. 92 ) la quale feghi ad angoli 
retti tutte le Curve di una data ferie. Una delle Cur- 
ve , che fi deono fegare fia M N y la di cui equazio- 
ne contenga il parametro g , cioè collante nella (luffa 
Curva, e variabile quando fi fa il paffaggio da una in 
un’ altra Curva. Li Curva fegante fia l'O; AB fia 
la linea delle afeifle , ed A fia P origine. ^&al punto 
della interfecazione jL> fi cali 1* ordinata ortogonale , 


odia 
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olila normale D B comune alla fegata , ed alla fegan- 
te ; fi chiami A B~x, BDz=.y; prefo 1* elemento 
B b conduco 1’ ordinata bn, t che Tega M N in «,PO 
in d , e conduco D m parallela alle afcilTe . L’ eie-” 
mento dell’ ordinata per riguardo alla Curva fegan-. 
te è m d che chiamo dy ; in riguardo poi alla re- 
gata è m n che chiamo 8y per diitinguerlo dall’ altro. 
Effondo 1* angolo « D d retto farà « m : D m: : D m : 

m d; dunque o 1 y : d x : : d x: — dy . ; e perciò $y— d x % 

dy 

Differenziata P equazione della Curva fegata in fup- 
pofizione di g collante fi ritrovi per x , e d x il va- 
lore di $ y , onde fia à y — M d x ; ma abbiamo <T y 

— dx* , _ t J 

= — ; dunque farà M = — — In m tanto fi ri- 

dy dy 

trova il valore di x ed y , quanto il valore di g; e- 
liminato quello da M mediante 1* equazione della-* 
Curva fegata, nafcerà P equazione differenziale della 
Curva f> gante. In altra maniera fi ìitrovi la fottan- 
gente 1 ) T efprefla per x ed y non g'à per g col mez- 
zo dell equazione della Curva fegata che li fuppon# 

data , quella fottangente fi eguagli ad — - •? d y } cheè 
. d x 


la formo! a della funnormale della fecante , e fi avrà 
P equazione ricercata . Siano infiniti circoli ADH 
( Fig, 93 ) dello fteffò vertice A , ma ai diverfi dia- 
n ‘ etfi A e ^ debba ritrovare una Curva-* j 

che gli leghi tutti ad angoli retti. L* equazione dei 
cerchi è zgx — xxzzzyy, fi differenzii quella equa- 
zione polla collante g far k gdx — x d x — y ày j dun« 
g d x — x d x ^ d x x 

que = y — • ma abbiamo 

J dy 

& = 
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p = j dunque foftituendo farà - — u 

& z x 2 

-y 1 d y j . » -v , xxdy — lyxdx 

•i — i — x dyz=z.—y dx , e perciò rfj— — . — ■ 

2 * JJ 

ed integrando y~A — — , of!ìa>f l = ^j — jj , 

y 

equazione al circolo , che fi coflruifce nella maniera 
che fegue . D il punto A al diametro A N fi condu- 
ca la tangente A A indefinita , in quella fi tagli qua- 
lunque AB e fopra AB fi deferiva il circolo B D A, 
farà quello il circolo ricercato . 

VII. Per venire alle Traiettorie reciproche la Cur- 
va ABC ( Ftg. 94 ) fi aggiri intorno 1* alfe B R, e 
venga nella pofizione inverla DB E; dipoi fi fuppon- 
ga che la curva DRE fi muova con moto parallelo 
in maniera , che il punto B deferiva la retta B li ; 
con tal moto venga per efempio il punto B in O , e 
la Curva D B E nella fituazione F G H , e feghi ABC 
nel punto G ; ciò pollo fi cerca la natura della Cur- 
va dotata di tal proprietà, che l’angolo CGH fia_. 
collante . Quella Curva è quella che fi chiama Traiet- 
toria reciproca. La Curva CE A li riferifea alla 1 nea 
delle afcilfe 1 R L , la quale f. ccia con B R j’ ango- 
lo B R E eguale all' angolo C B È . Dovendo efiere T 
angolo CGH collante , farà eguale all’ angolo C B E; 
ma C B E per l’ identità della Curva è eguale a 2 C B R t 
dunque C G H è eguale ai C B R . Si tagli B K=zO G, 
e fi conducano le KL,Gl parallele a ER,è facile 
dimotlrare per T identità della Curva i che K L , G l 
dittano egualmente da B R } e che I’ angolo B K L fi a 
eguale all’ angolo I G O ; perchè prodotta / G talmen- 
te che concorra colla Curva E JB in D farà T arco h D 

-CO • 
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ficcome il moto della Curva KBC • 
ai’/?, così non potrà il punto K 


— G O—BK , e 
fi è fatto intorno 

e fiere andato a cadere in D , fenza ,‘che la retta K L 
fia andata a Cadere in una linea tirata per D parallela- 
mente a BR f e tale effóndo appunto DI dovrà K L 
efiere andata a cadere in DI, onde KL , e D 1 0 f- 
fia Gl fono equidifianti da B R , e V angolo IGH 
— / ^ eguale a MI, aggiunto di comune 1’ an- 

golo CG1, farà B K L C G l = C G H — C B E 
Prefi L l. i i elementi eguali dell’ afciffa , e condottò 
le ordinate l k y ig t e K m ,g n parallele a CE farà 1' 
angolo BKL — Kkm per adequazióne; dunque K k m 
^rgGn farà eguale a CBE } per le cofe dimoftrate. 
eguale a ERE per coftruzione = R 1 n —g ni =zG gn 
-\-gG n > e perciò K lem = Gg n ; dunque Km:km:z. 

G n g tt y e K nrx g n — K vi — k m ,G h. Sia per tan- 
to R L = x, K L — jy km — dyy RI — — * , Gl ~y\ 
O h — d y y L / — l i — d x y farà nella Tra/cttoria re- 
ciproca d y' dy — — dx* . Pongali dy — M d x , d y' ~ 

N. d x y dovrà effere MN=:t, cd -L. ; M adun- 
que dee efiere tal funzione di x , che portavi — x in 
vece di x divenga N reciproca di M ; tal è M = 

a — x 


in cui porta — x in vece di x abbiamo N — f - 

a x 

reciproca di Mi dunque P equazione dy' — dx 

efprimc una traiettoria reciproca; c comecché quella 
equazione appartiene alla logaritmica ; dunque la lo- 
garitmica è una delle Traiettorie reciproche . La equa- 

zio- 
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zione dy — dx 


V*- 


à la -c ondizione ricercata-. 


yf a — x 

dunque è una Traiettoria reciproca , -appartenendo que- 
lla equazione alla Cicloide ordinaria fuppofle ie coor- 
dinate ortogonali ; quindi la Cicloide dovrà annove- 
rarli fra le Traiettorie reciproche, ed ortogonali, 

CAPO IIV. 

Del Calcolo dei differenziali parziali, 

I. T'XA che i Tilofofi hanno intraprefa la ricerca del- 
JL/ le leggi, che regolano il movimento dei cor- 
pi fleflibili , e fluidi ; hanno altresì comprcfo la necef. 
fità del Calcolo dei differenziali parziali . Non à mol- 
to per altro , che gli Algebrifti fi fono in quello el'er- 
citati; e perciò fcarfe fono le fcoperte , che ne anno 
fatte; ciò non ottante non vogliimo , che i noftri Gio- 
vani fieno affatto digiuni di un calcolo, che per l’u- 
tilità, ampiezza, e fublimità, fe gli altri non fupcra , 
certamente gli eguaglia . /d<t>\ 

li. Sia cp una funzione di x, y; dx( \ dife- 

gna , come altre volte abbiamo detto , la differenza^, 
di nella fuppofizione , che varii la fola*; e dy ) 
denota la differenza di nella fuppofizione , che va- 
iti la fola y; e comecché è d<p — dx(^~ ^ -h 

Wx (^) ; quìndi d * ( *£) • *3 ( p y ) 0 

no differenze parziali di q? , che io chiamo piuttofto 
differenziali parziali di Cd ; giacché quelle quantità fo- 
ro/». 11, Yy no 
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no infinitefime, e fegnatamente fi dicono del primo or- 
dine , perchè efigono che <p fi differenza una volta^ 
fol tanto . Comecché abbiamo pel calcolo dei dif- 
ferenziali ordinario d(p = p d x -+- ? dy , denotando 

T , q due funzioni di- x , y; quindi farà p = 

onde denotano formoLe che dipendono dai 

differenziali parziali del primo ordine, le quali in appref- 
fo faranno da noi chiamate forinole di differenziali parziali. 

III. La efpreflione ( ) dife g na > che( j - J 

è fiato differenziato in fuppofizione di x fo^n^nte va- 
riabile e divifo perrfx ,• ficcome 1 altra ("Sj*"/ Cn ° 
ta C he fi è differenziato fupponendo variabile 

la fola jWvifo P« dy. Quatte altre eTpreOioni poi 
, dda, \ ( dds, \ ( lenificano in riguardo alla pn- 

\7^Tx)' \dxdy) e .- 
ma , che ( Il ) è Rato differenziato fupponendo fluen- 
te li y e dfvifo per dy; in riguardo pollila feconda, 

che /£Ì'\ è. lUto differenziato Apponendo fluente la 

Wjr ) , ( di ^\ (til\ ,• 

fola x e divifo per d x ; onde ^ J i ^ jy / 

( dd(t> - ^ ( ii(p } fono forinole dei differenziali 

parziali^ de/ feeondo^ordine fpettanti alla funziono ? 
i ( di ^ \ — f i.iì'\I..l.Cap.7.n.a;dun<lueal- 

m h \T7r 3 )-\ d }d*) u 
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la Funzione (p apparterranno tre formole dei differen- 
ziali parziali dell’ ordine fecondo, che fon0 (^r)‘ 
^ ^ ^ ^ ) > * a P r * ma na ^ ce differenziando 

due volte <p in fuppolìzione della fola x fluente, e di- 
videndo per d x 1 -, la feconda della fola y , e dividendo 
per*/? 2 ; la terza una volta fupponendo fluente la oc , 
e T altra la e dividendo per dxdy^o viceverfa. 

IV. Collo fteffo metodo dimoftro, che le formo- 
le dei differenziali parziali di <p del ordine terzo fie- 


-t' tro,ci °‘ (ra) ’ ■ tó)' 

/ a . : p _ j ; la prima fi ottiene differenziando tre vol- 
te nella fuppofizione della fola x fluente ; la feconda 
fupponendo fluente la fola j, e poi due volte la fola 
x ; la terza fupponendo fluente la fola x , e poi due 
volte la fola y ; la quarta fupponendo fluente tre vol- 
te la y , e facendo le rifpettive divilìoni come fopra . Le 
formole dei differenziali parziali di (p dei gradi fuperiori 
al terzo non fono dalle cofe dette difficili a dedurli . 

V. Suppongali ora <p funzione di tre variabili x , 
y , z; farà d<p — pdx-\-qdy-p-rdz- } e perciò p = 

( t* ) < * = (z? ) 1 r = ( r* ) > onde ,rc fono ,e 

formole dei differenziali parziali di primo grado della 
funzione (p ; da ciafcuna di quelle nafcono tre formo- 
le dei differenziali parziali di (p dell’ ordine fecondo; 
e perciò nove fembrano che fieno le formole dei dif- 
ferenziali parziali di <jp del fecondo ordine -, ma feri- 

flettali, che ( JL2L W.±±_\, 

\dxdy) \dydxj ’ \d x d z J 


Yy z 
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JidxJ ' V Tjdz., / “A 27 ^ ) G compren- 
derà come le forraole del differenziali parziali di gra- 
tto 

d x* 

( ««(pi * d d Cp k m d (T CO \ / d dCO \ 

~d /’ n d Z>* ' d X d y ' \ - 1 v A 9./ 


do fecondo di $ fieno foltantO; fei , cioè ^ ^ „ 

/ d d Cp \ s d dì O 


( 


\ t L e forinole dei differenziali parziali di £ dell** 
d y d&f 

ordine terzo fi trovano io » quelle di quarto 15 , &c. fe- 
condo la progr'eflìone dei numeri triangolari . Dalle cofe- 
fin qui elpofte. fi comprende: agevolmente- come poffa 
rifolverfi il Problema: data <p funzione- di qualunque 
numero di variabili ,. determinare i differenziali, par- 
ziali di <p di qualunque ordine .. 

VI. Per concepire il Problema fpettante la integrazione- 
delle formole dei differenziali parziali; difegni ip una fun- 
zione delle variabili x, r, a &<- ; f , q; r &c. di/egnino 
le formole- dei differenziali parziali di <jp dell', ordine pu- 
mo; ;', q' , r",. &c.. quelle dell* ordine fecondo &c., 
c fia propofta una equazione tra &c.;p , q i r 

&c. ; f t q\ r' &c. &c. ; indi fi. domandi di efpellere dal- 
la equazione le; , qyr&c.p' yq' t-r' &c~ 8 t c. r cioè tut-, 
te le formole dei differenziali parziali' in maniera. che fi 
abbia una equazione tra <p, *■, j > z &c. e redi perciò 
determinata Cp per x, y yZ> &.c, ; la quale farà tale che 
farà verificare la. equazione propofta tra le formole 
dei differenziali parziali, e le variabili q> 
quefta domanda appunto è quella che fi fa, quando fi 
richiede- di. integrare una. forinola, che. involve- 1. diffe- 
renziali parziali . Quello' problema è P inverfo di quel- 
lo dei precedenti numeri ;. intorno a cui pochiflìme co- 
fe fono fin ora ftatc fcoperte dagli Analifti ; delle <^a- 
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li alcune foltanto brevemente ne addurremo per ini- 
ziare i Giovani in quella nuova fpecie di Calcolo in- 
cominciando dalle cofe più /empiici . Si cerca una - 
funzione di due vaiiabili. x, 7, che chiamo (p, la qua- 
le. debba cffere tale che Zìa ( — ) = a , cioè p — a„ 

Per rifol vere - quello Problema avverto, che dovendo ef- 
fere d q? = p d x -\-q d y , foftituendo in vece di p il 
fuo valore d ,*/ìccome richiede la condizione del Pro- 
blema , farà d q> — a d x -f- q d y ; fi confideri adeffo y 
come co/lance , onde fia d q> — adx, integrando fa- 
rà q?=ax più la collante, la quale dovrà contenere 
ancora lajrj'the li. è fuppolla collante; per la qual 
cofa chiamata qualunque funzione arbitraria di y con 
quella efpreflione /: -y ,. avremo q>= « x 4—/: j ; ed in. 
fatti pollo, d y y il differenziale di f:y ; avremo dif- 


ferenziando d q> = a d x dyf' : y ; onde p — 



- -a, come lì voleva. Abbiamo detto , che la collan- 
te da aggiungerfi dee elfere qualunque funzione di y; 
intorno a ciò conviene fare una riflelTxone intereflan- 
te, cioè che non- folamente quella funzione dee elfere ar- 
bitraria' ; ma inoltre non- dee olfervare alcuna- legger 
di continuità , vale a dire dee - ellere tale che polfL» 
fupporfi cangiare per tutto il tratto che fluifce <jp ; al- 
trimenti fi indurrebbe in q> una determinazione , che_^ 
1’ 'impedirebbe di elfere 1’ integrale completo ricerca- 
to ,. cofa che nella rifoluzione dei problemi potrebbe 
indurre in paralogifmi ; ed in realtà, fuppofto che /:jy 
lignifichi tanto le funzioni di y continue , quanto le_^ 
dilcontinue differenziando avremo-- la (luffa equazione 
differenziale ; dunque quando dal differenziale fi fa paf- 
faggio- all’ integrale, dovendofi all’ integrale dare tutta. 


la. 
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la ellenfione polfibile , perciò la f : y , che fà figura,, 
di collante, dovrà comprendere qualunque funzione^ 
della jy, nonfolo continua, ma ancora non continua 
o difeontinua come fi Tuoi dire . E ciò fempre fi in- 
tenda per tutto quello Capitolo quando fi aggiungono 
le collanti . 

/ J M 

, VII. Pollo ( — p fi domanda una funzione 

'/IX/ 

di * , y , che chiamo <p, tale , che fia f = X ; X di- 
fegna qualunque funzione di x. Dovendo effere dcp=z 
p d x -f qd 7 , farà follituendo X in vece di p , d(pz=z 
X d x q dy ; e fuppolla y collante farà d Cp = X d x; 
onde integrando avremo Cp — fXd x-\-f: y . Convie- 
ne ricordarli , che f:y fi ellende alle funzioni di y con- 
tinue , e difeontinue altrimenti P integrale non fareb- 
be completo . 

Vili. Sia data una funzione di x, y ) che chiamo 
7 r , cerco una funzione di x,j, che chiamo (p , tale , 

che fia />= 7T ; denotando al folito p la forinola ^ . 

ElTendo d(p = p d x -\-q dy , farà d (p— 7 r d x^r q dy; 
e confiderata la fola x carne variabile , farà d <p z=. 
7 t d x , ed integrando qp — d x *+* f^y- Si avverta 
che ogni volta che fi ritrova affetta dal fegno di fom- 
ma una funzione di variabili col differenziale di una, 
fi intende , che la fomma è Hata prefa in fuppofizio- 
■ne, che fluifca foltanto la variabile, il di cui differen- 
ziale elìde fotto il fegno; altrimenti la fomma fareb- 
be impoffibile ; così fzxyzdy, lignifica, che la fom- 
ma è (lata prefa fupponendo variabile la (ola y , e per- 
ciò tal fomma farà xaj*. Tornando al Problema , dif- 

d 7T 

ferenzio I* integrale e trovo d <f>— ~ d x+dyfd x ( - — ) 

+ djf 
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•+-dyf' :y; chiamando dyf': y il differenziale di f:y; 
adunque farà p = 7 r come fi voleva. Se fi .voglia fa- 

pere che cofa fia (^) = ? nel prefente cafo;que- 

fio come è chiaro fi ritrova eguale f : y ~\-fd x (— ) : 

IX. Difegni qj una funzione ignota di x,y,é fia 
7 r una data funzione di y , <p > fi cerca che cola fia (p 
cafoche fi debba verificare la feguente equazione p—^r. 
Dovendo fife re dop ■= p d x -f- q dy , farà d q? = 7r d x 
4-17 A y > c P ofta a * folico y collante , avremo d qj=7T d x , 

onde — d\ì ed integrando /— - = x 4-/: y; efe> 

7T 7T 


guita attualmente la nella ipotefi che y fia co- 

7T * 

ftante ; farà quella fornma una funzione di q? , y » la 
quale chiamata K , farà K — x ~p~f: y ; e perciò fi po- 
trà mediante quella equazione ritrovare la funzione^ 
di x ; y eguale a (p . 

X. Denoti 7 t una funzione data per x, (p fi do- 
manda qj funzione di x>y tale che fia p — 7T. Hf- 
lendo d flp -=zp d x -\~q dy , follituendo 7r per p , é fup- 
ponendo y collante avremo d (d — 7T <7 x =; o . Si inte- 
gri quella equazione differenziale per le regole volga- 
ri, giacché abbiamo due variabili <p , x coi loro ditte- 
renziali primi , e 1’ integrale fia K ; farà pertanto 
K-=zf .y. Elfendo K funzione di , x la equazione 
K —f‘.y ci darà qo per x, y , come fi voleva . 

XI. Sia tz una data funzione di x , y , (p i c deb- 
ba effere p—7 r , fi domanda (p . Dovendo e fiere (p— 
p d x -f- q dy , fuppolla collante y farà d(p— 7 tdx, e 
dCD — 7r d x = o ; quella equazione 1 contenendo due_* 
variabili coi loro differenziali fi integri per le regola 

or- 
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ordinarie , e fi otterrà una funzione di Cp t x t y t che 
chiamo K y onde avremo Kz=f:y; col mezzo di que- 
lla equazione fi potrà determinare cp per x , y come 
fi voleva . ■** 

Xli. Palio ora alle liquazioni che contengono due 
forinole di differenziali parziali . Si voglia q> funzione 

di *) y ta * e c he. fia (^”) = (j-^ )>cioè che fiap=^, 

Effendo d <p = p d x q dy , farà dcp-=p. dx + dy , 
e fatto x-\-y — z> j farà d op —p dz ; ed integrando 
(p—fpdz. Quella fomma .non è poffibile fe non fia 
p funzione di z ; dunque avremo Cp=f : z-=zf: x-f-v. 
Qualunque funzione pertanto di x+j o continua } o 


difeontinua foddisfà al Problema . Pongali a ( ^ ) -H 

, *dx' 

h (7V = f,en V0 S lia ^- Dovendo effere d(p—pdx 
-\-qdy ; ed effendo per fuppofizione^/ fa- 
rà q = - — ; onde ddp=zpdx + 1,~ a p , d y = 



. b d x — a d y 


e 


polla -b x - — ay—z. 


farà d(p — ~ d y -f- 1— dz; e comecché dyè in- 
tegrabile , per trovare Cp bifogna che fia integrabile-» 
p d z . 

ancora — — , u che non può fuccedere , f« non fia p 


funzione di z ; dunque avremo q> =: ÌZ -\-f : b x — ayj 

b 

denotando/; bx — ay qualunque funzione o continua, 
« difeontinua . 

XIII. 
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XIII. Siay q =; i ; fi cerca la q> funzione di x , j, 
c|ie abbia quefta prerogativa . Dovendo effere d q> = 
fdx-i-qdj, farà <p =J'p dx+fq dy — px •+- p y — 

fxdp-i-ydq ; ed effendo per fuppofizione £=-i- > 


/' V d P ■ 

farà = ^ + Y —J xdp — , dunque dee po- 


L_J xJf _lÌF ■ 

cerfi i ntegrare _/* — — .<?»; il che non potrà mai 

P P 

accadere fe non fia x — una funzione di p ; onde 


PP 


nel cafo noftro bifogna che fia Jx — d p-=zf:p$ 

e perciò avremo (p—p x-4 p;f:p denota qualun- 

p 

que funzione di p tanto continua , quanto difeontinua. 

Per eliminare la p fi oflervi -che eflendo J x — JL., dp 

PP 

r=/ : p ; farà x — -=.p \ p ; col mezzo di quefta 

- t P 

equazione n potrà determinare p per x, y; la cofa 
però non è generale , perchè p : p denotando ancora 
una funzione di p difeontinua } .non fi potrà perciò ef- 
primere p per x , y con una forinola analitica genera* 
le. Nel cafo poi particolare, in cui il Problema ri- 
chieda, eh cf.p fia del genere delle continue, allo- 
ra fi potrà beniflimo col mezzo della equazione x — 

— =jT ; p ritrovare il valore di p per x ,y ; il quale 
T P 


Tom, 21. 


Z a 


fo- 
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foflituito nella equazione. f : p darà* 

P 

funzione di *, y* Alle volte il Problema richiede che 
f:p fia continua per un certo tratta; indi fi cangi in 
altra, che leguiti poi ad eflere continua per altro trat- 
to; nei quali cafi fi faprà Tempre ritrovare p per x , 
yi la quale per un tratto avrà un valore, e per l* 
altro tratto ne avrà un altro; quindi cp per un tratto 
farà una funzione determinata di x, j, e per altro 
tratto farà un’ altra . Dalle quali cole fi ricava , che 
1* integrale completo della noftra equazione neceifa- 
riamente debba contenerli. in due equazioni ; cioè r=* 


px- f-— f:p , x — — Sia 9 eguale aduna 

P PP 

funzione data di p ; fi domanda (p per x , y . Pongali 
dq—rttp, farà r funzione data di p; e comecché 
abbiamo d (p — p d x -|- q d y ; farà (p = fp d x -)-/ q dy 

— p x qy — f x d p -\-y d q=p x+qy—f (l p . x -f- y r ; 

quella fomma non è polfibile, fe non fia x-i-jf r fun- 
zione di p; dunque tal fomma farà/:p; e perciò 

— /» x -f q y — f : p; ed inoltre farà /' : pz=x-\-y r ; 

difegnando per f' : p il differenziale dii f:p divilo per 
dp: ancora qui 1’ integrale completo- non li può ave- 
re fe non fe in due equazioni- •••_• 

XIV.. Rivolgiamoci a qualche cafo,in cui la for- 
inola differenziale contenga le formole di differenzia- 
li parziali dell’ordine fecondo. Si voglia tale» che 


fia f ) = denotano fun- 

v d x* ' v d x J ■ 

zioni di x, y date , Si ponga ,, farà ( ) 
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— ( } ; onde per la equazione di fuppofizione avremo 

' d x * 


d Z- 


(-)=Ma -f-'N ; 
v dx ' 


f . 


.fi confideri ora come variabile la 

r 1 * ' * 

fola ■*, farà Jz = dx ( < ^) ì cioè in quella Tuppofi- 
Yione il differenziale parziale diventa totale , e perciò 

^ — / — ) onde foftituendo avremo ~=Af z-f-N; 
dx K dx J . .dx 

oflia d z = Madx + Tid» c; quella equazione fi fa in- 
tegrare coi metodi volgari; fu K 1’ integrale; avre- 
mo K~f:y, K contiene x z ; onde fi potrà deter- 
minare z per x } y ; ma è z = dunque fuppo- 

fìa y collante farà .z d x = d (p ; onde tp=/z^x + 
F; y . Quello integrale è completo .giacché contiene^ 
due funzioni arbitrarie di y . Se poi M ,N fieno fun- 
zioni date .di tre variabili (p » x , y ; Si offervi , che 
* 1 „ , dito % f dCp\ : d(p 

pofta jr collante fata 

onde la equazione -di iiippofizione fi converte in_. 

1* integrazione di quella formo- 

d x x • dx 

la appartiene alla integrazione delle formole ordina- 
rie ; foltanto fi avverta di aggiungere , in vece del- 
le collanti, due funzioni di y arbitrarie , e che figni- 
fichino ancora funzioni difeontinue. Con quello meto- 
do fi polfono ridurre alla integrazione delle formoli-/ 
differenziali ordinarie , tutte le integrazioni delle for- 
inole di qualunque ordine che contengono le variabili 

dea . 

$ } purché i differenziali parziali fieno {-7 -Jj 

Z n X 

z z 


< 
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) 5 ( ~T^Ù &c * cioè fieno fenl P' e P refi 5n fuppo fa- 
zione della fola x, (ciocché fi dice della x,può dirli della y.y 

imperciocché fuppofta y collante farà — . 

• •• , K d x ' d x. ' 

(— &c.; onde lollituendo differenziali ordì-» 

rarii in vece dei differenziali parziali , fi otterrà una 
f rmola differenziale tra <p * x, e loro differenziali, 
onde fe quella fi potrà integrare , avremo una equa- 
zione fra $ , x, jy, per mezzo di cui farà data q> per 
x> y. Bifogna però ricordarfi di aggiungere in ogni in- 
tegrazione una funzione arbitraria di y . 

-XV. La cofa per altro non va così felicemente 
quando la formola delle differenze parziali contiene le 
( dc P\ ( d( P \ / d d (p >. ,ddcp f dd<p. B 

<;r*M r,M77M Ty )■ ( ìzp &c - 

X’ integrazione della formola ( )= ( ) ben- 

• «x 4 ; v d y ' 

chè fia quell? femplicilfima è fommamente difficile ad 
ottenerli . Prima per altro di lafciare il prefente faggio 
del Calcolo dei differenziali partiali,mi fia lecito di- 

feorrere della formola ( — ) — a a ( ^ ) cele* 

bre sì perchè elfa ferve al celebre problema meccani- 
co delle corde vibranti , sì perchè ella è della , che 
■à dato origine a quello nuovo Calcolo-. Il Sig. d’A>- 
lembert fù il primo', che integrò felicemente fa efpo- 
fta equazione nella maniera, che fegue . Dovendo e£ 
fere cp funzione di x , y benché ignota , farà d Cp = 
p d x -f. q dy ; ed inoltre d p =zrdx-\- sdy ,e d qzz:u d x 

j ma abbiamo s—u , perchè = (t— r) i 

v dydx ' ' dxdy J * 
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dunque farà dq = sdx + tdy- y fi moltiplichi la equa- 
zione d p — r d x-f- sdy per a; e così moltiplicata il 
aggiunga all* altra d q s d x~\-t dy j nalcera a d p -i~ 
d q=z 77y~r • TU ~h a dy } perchè per fuppofizione ab- 
biamo ( ) = **( )> cioè *= a ora è 

imponibile , che il fecondo membro di detta equazio- 
ne fia integrabile , fe « »+r non iìa funzione di x-Mjy; 
dal che ne nafce che ancora a p - 4 - q dovrà elTcre u- 
na funzione di x-\~ay. Siccome o fatto la moltipli- 
cazione per a , così pollò farla per — - a', nel qual ca- 
fo ritrovo q—~ap eguale ad una funzione di x — uy. 

Sarà pertanto q-\- ap— z a f: x ^ ay -,q — ap—ial: 

x U y , e fommando quelle due equazioni ritrovq 

q — af: x-t -rfj + a F: x — ay ; e fottr aend o la fe - 

conda dalla prima ritrovo pz=f:x~i-ay—F:x-ay; 
foftituendo i valori di p,q nella e quaz ione dcr^p d.x 

■+- q d y , avremo d (d — dx a dy .J : x-f ~ ay — 
(Ix — ady . F : x — a y ; onde integrando farà Cp = 

/’ ; X -f- a y -f- F' : x — ay ; quelle funzioni qualunque 
di x- 4 - ay ; e x — a y deono comprendere ancora le 
difcontinue, acciò l’integrale fia completo. In altra 
maniera è flato rifoluto lo ftelTo Problema . Si è finto 

lÌJL) = r ) = aa( d -4 — ) ; dalla quale, 

dxdy ' ' dy* J W W 

_ t , * d ti \ / d Cp . / d a v 

fuppofizione fi ricava j , e (— j 

== ( ) ; ma abbiamo duzzzf d 7L ) d x-f-( 

v d y > v d x ' dy ' 

dunque foftituendo farà d u = ( ~ ) d x~\~a 


( 
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abbiamo ancora A d x ( ~ ) -f* d y ( ~ ) ;que* 
fia moltiplicata per * fi aggiunga alla precedente ; a- 
vremo d u -\-a ddp=za dy~\~ d x . a ( ~ ) "+■ ( ) ; 

1 ’ integrazione del fecondo membro di quella equazione 
non può fuccedere fe non fia a ( — ) 4 - ( ) funzio- 


ne di x a y ; dunque ancora l’ integrale , e per 
confeguenza u-\-a(p farà funzione dix-f-ajr,* -collo 
fteflo metodo fi ritrova » — acp funzione di* — a y , 
( cioè moltiplicando per — a la equazione moltiplica- 
ta per a , ed in feguito operando come fopra ) ; onde 

avremo u-\~ a Cp —f : x -f- ay t u — a (p — F : x — a y ; 
lottraendo quella equazione dalla prima .fi ritrova © e- 
guale a qualunque funzione di x -f - ay > meno un’altra 
qualunque funzione di x — a y ; comefopra.. Si offervi 
ancora la feguente foluzione , giacché trattandofi di un 
calcolo nuovo è bene vedere , con qual arte gli Ana- 
lifti fi difimpegnino nelle circoftanze , per poterli imi- 


tare . Si finga ( ) = b ( ^-5 j farà pertanto 

onde ;^77?-)=T-(^l> c!o “‘(4^) 

— ( J ; quella equazione è identica colla pro- 

poli a fe fia b — a , o b = — a; dunque a quefla equa- 
zione di fecondo grado foddisfanno le due di pri- 


mo 
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t d (0 \ / ^9 \ (p \ r rf \ 

* a (/5) 5S '(^)'(.75) & ^*(js)' B 

mecchi è ^ ) d x -4- ( ^ ) dy ; farà <p:^ 


co- 


^ x 




d 3 




dunque acciò fucceda la integrazione di quelli due dif- 
ferenziali particolari, bifogna 1 che — fia funzione di 

d x 

x-^ay pel primo, e di x — ay pel fecondo; onde 
l’ integrale completo <p pure farà una funzione di x-f- ay 

più una funzione di x — ay. TI Signor Eulero jifolve 
in altra maniera il predetto Problema; il metodo che 
egli adopra benché alquanto proliifo , è per altro di 
maggiore fecondità .. La brevità propollaci non permet- 
te di efporlo . 

XVI. La legge delle vibrazioni degli elaftri dipen-- 

A) 

de dalla integrazione di quella forinola ( — I ) zza a 

dy 4 ' 

( )’ a < l ue ^ a equazione di' quarto grado foddis-- 

fanno due del fecondo ( a ( — ) , •( f . ^9 . V, 

v <*»»■ J V dx J V di* ) 


d £p' 


= — * ( ) ; imperciocché differenziate quelle re-- 

lìituifcono quella; fi veda ciò in riguardo alla ^ri- 
ma delle due. Si differenzino ambo i membri della 
equazione: due. volte in fuppofizione della fola y fluen- 
te farà ( ") =: a ( - - ? — ) ; fi differenzi laftef- 

fa equazione in fuppofizione della fola x fluente , ed. 
1 avre- 
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/ dì CD y. . © . /</»©. 

avremo [ — ) zza (- — ) : ora abbiamo ( ì 

K dxdy* J K d x*' * • K dxdy' 

f dì © v d d © d d CD . 

= ( ) » Perchè -- ■■ = — , onde . 

v d y 1 d x ' d x d j a y a x 

. dì © v , dì © , n. d& 

( 7J77d-y )=( 7777 ep0l, ° ^=^*«re- 

</ © </ 21 ^ Z. </* © , 

mo - — - — — - ; dunque^ 

dydxdy dydx dxdy a x d fi 

( )-=a t ( — ) . Le formole di fecondo grado, 

v d y* ' ' d x* y 

che foddisfanno a quefta di quarto , benché fcmpliciffi- 
me non fi fanno ancora generalmente integrare «• 


CAPO XV. 

Della integrazione delle formole , che contengono 
differenze finite . 

I. X'TEI Capo primo di quello Libro fi è infegnata 
• i\| la maniera di prendere le differenze finite di 
qualunque funzione data per qualunque numero di 
variabili x ,ji , z &c. ; prefentemente diremo qualche 
cofa della integrazione delle formole , che contengo- 
no differenze finite . Il metodo , che nel citato capo 
efpofemo per prendere le differenze di <p,non prefup- 
poqe le differenze finite ovvero infinitefime , ma ab- 
braccia sì le une che le altre ; onde in d cp potrò 
fenza contraddizione , e fenza timore di cangiare I* 
integrale della formola fupporre i d'xjd'j, d'ai 
etc. infinitefimi ; e perciò trafeurati i termini , che 
diventano infinitefimi in paragone degli altri , verrà 

P e f 
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per tale fuppofizione 6 cp — dcp. Per la qual cofa f o 
noi Tappiamo integrare d Cp , fapremo altresì integrare 
il $ ©> giacché tanto il d 1 Cp in fuppofizione di 
&c.\ quanto il in fuppofizione di dx f dy &c. 
proviene fempre dalla (leda formola ,q>. Sia per efem- 
pio = x ^.y-Ky dx+àx &y\ fi Appongano i d> 
d *■ infinitefimi , farà $Cp = d © =x dy-\-y d x ; onde 
integrando avremo fScp-zs.Jd(pz=.xy~{-A; ed in-, 
fatti pollo x d x , y 4- dj in Cp in vece di y fi 
Otterrà . < 5 * <J> = x$y -J -y d x -h d x d y . 

II. Quanto abbiamo afferito nel numero preceden- 
te non è generalmente vero; perchè alle volte può 
accadere} .che d Cp fia integrabile, e non già il d©: 
così fe abbiafi d$ = * ~\~y dx-+- 2dxdj , il dif- 

ferenziale dcp -corrifpondente farà xdy-\-ydxi il qua- 
le benché abbia per integrale xy ^quello per altro non 
può edere integrale di d©; imperciocché pollo in xy 
in vece di x,y le *4-d x , j-f non fi potrà giam- 
mai ottenere d© = *: ày -\-y dx -f- i dx dj ; laonde 
acciocché la propofizione fia generalmente vera dee 
elfere contenuta in quedi termini , cioè : ogni qual 
volta che £ (p fia integrabile lo farà altresì il d cp cof- 
rifpondente , ed ambedue 1’ integrali faranno identici; 
ma non ogni volta, che d (p è integrabile , lo farà an- 
cora d®: e la ragione fi è che quantunque il cor- 
rifpondente al d Cp abbia le condizioni necelfarie per 
edere un vero e reale differenziale, ciò non oftante 
il d cp a motivo dei termini di più che contiene può 
mancare delle condizioni necelfarie alla integrazione, 
come fi può oflervarc nell’ efempio di fopra . Adun- 
que propada da integrare d Cp formola a differenze fi- 
nite , fi fupponga le differenze delle variabili infìnite- 
fime , onde d (p divenga d Cp ; di poi fi efamini Cedop 
fia integrabile, ed in cafo che lo fia , fi ritrovi;, fe j 
Jow. II. A a a mc- 
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metodi noti Io permettono , P integrale; da cui pre^ 
fe le differenze finite, fe quelle reflituifcono la for- 
inola propofla d'tf) farà quella integrabile , e farà no- 
to il fuo integrale , altrimenti non farà $ cp integrato* 
le. Si abbia da integrare la formola fopra efpofla <P q> 
= x<? y <T x-+- 2 tTxd'j; fi cangino le differenze 
in differenziali , onde fìa à <p— d Cp=. x dy -4- jy d x ; 
quello differenziale à le condizioni necelfarie per ef- 
iere integrabile ; ed il fuo integrale è cp—xy-\-A- t 
fi prendano ora le differenze finite di quella formola, 
e fi avrà x $ y'-\-y <T x -f-d' x ày , e paragona- 

ta quella colla propofla lì trovano effe diverfe ; dun- 
que fi dee conchiudere , che la própolla non è di fua 
natura integrabile ; al contrario fe fi abbia la formo- 
la a differenze finite o 1 (p = 2 x <T x-f- $ x 1 , cangiando 
i <T in A farà $(p-=.d(p— zxdx^ ed integrando fa- 
rà =. x x -ir A \ fi prendano ora le differenze fi- 
nite di x x A , nafeerà <T cp — 2 x cTx-f- (T x* ; che 
è appunto la differenza propofla , il cui integrale ^ 
x x A . 

III. Il metodo qui fopra indicato per integrare le 
formole a differenze finite à luogo foltanto quando le 
differenze finite fono arbitrarie , ne fono filiate me- 
diante qualche ipotefi ; ma fe ò'x fia fiflata con qual- 
che fuppofizione per efempio fe fia fìx eguale ad ta- 
na collante , ovvero ad x , o a qualche funzione di x-, 
allora il Problema dee effere concepito in quelli ter- 
mini: Data una funzione qualunque di x che chiamo 
1 , fe ne cerca un’ altra che chiamo S ra le, che po- 
nendo in S , x più una data funzione di x, in luogo 
della x nafca la di lei differenza eguale a t : in que- 
llo cafo reità difficiliffìmo ritrovare 1’ integrale deile_r 
formole a differenze finite; ne io ò fin ora incontra- 
to Autori, che fi fieno accinti alla foluzione generale 
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di quello Problema . Per dilucidazione di quella-, 
materia difcorremò della ipotefi in cui fi ftabilifce S'x 
— — i , la qaale è ftrettamente congiunta col proble- 
ma di trovare la-fomma delle ferie dato il termine-/ 
generale. Sia dunque t una funzione di ic, la quale fia 
nata da un’ altra prendendo la differenza di quella-, 
nell’ iporefi di J'xrc: — i , e fi cerchi 1’ integrale di 
t; fia quello eguale ad S . Se fi ponga in S , x — i in vece 
di x , nafea s ; dovrà edere s — S = <T S— t , e perciò fa- 
rà S — S t ; il fegno S indicai* integrale di differen- 
ze finite. Ora per le cofe dette nel Cap. i. I. g. n, 6 . 
fe qp fia una funzione di x 3 e fi ponga $ x z= — i , 
d cp d 1 (p d* cp d* Cp 


farà o Cp = — 


d x 2 . d x* 


2 . g d x* 2.3.4 d x* 

1 

X 


&c. e perciò farà Cp ~ ^ 

g di Cp 


2-3 


d X* 

^ d 1 Cp 


4 - 


d x 2 


I C fi) „ .0^0 , . * 

S - — - &c. ; onde S - — = — fiM X 

2 g . 4 d x-* dx 2 

S-Ì — j -4 — S &c. } quefta equa- 

2 . g d X * 2 . 3 . 4 d x 4 * 

zione fi chiami (A). Si ponga in (A) t in vece di 

~ , avremo S t— S =z — ft d x 4- I S — — -^-x 
à* J 2 dx 2.3 

S d d t 1 c di t 

—, — r H~ o- — &c. Per togliere dal fecondo 

dx 1 2.3.4 d x* 6 

membro di quefta equazione in fegno S fi metta in_. 

(A) fuccelfivamente 4-*) 4~) — &c. in luogo di 
. • dx dx*- dx* 

— dalla quale foftituzione nafeeranno le feguenti è- 


A a a 2 


qua- 
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s il=-t+ -s~- 

d x 2 d x x 

d* t a o d*t d t 


c dì t 
S-r -7 + 


J _ sfl te. i S fi = - ‘‘+1 S il- 

. 3 . 4 d x* d x x - d x 2 d x* 


d « f 


* • 3 

— s 

2.1 dx* 


— S —r— > foftituendo pertanto nell* 
4 d x* 

d t I .^d x t 
2 ~ d X 2. 3 d X 1 


* • 3 


equazione S * — S— — /f S 

+ 


— I &c. i valori di S~> S~ &c.fi 

2 . 3 . 4 ^ x» x d x* 

. o p - j t 1 d t I 

2 12 dx 20 

1 d t x 

— • - — &c. cioè farà trovata la fommatoria di t ; 
24 d x l 

la quale avrà un numero finito di termini , quando 
qualche differenziale di t fia = o, ovvero avrà un nu- 
mero infinito di termini , quando qualunque differen» 
ziale di t non fia = 0 . 

IV. Si voglia la fomma di 2 x*4- 1 j ovvero che 
è lo fteffo , fi voglia 1’ integrale di 2x+ij cioè fi 
voglia una funzione di x, in cui porta x — 1 in vece 
di x fia la fua differenza 2x+i; avremo t = 2 x-M, 

d t 

onde farà ftdx-f2xdx~\-dx— xx-\-x^& ^ — 


— 2 , e — 0 ; onde farà S = S f = S 2 * -+~ 1 — 

d x a 

A — xx — 2 x : ( A b la collante , che fi dee aggiun- 
gere all’ integrale ) ; ed in fatti fe in A — x x - 2 x 

fi ponga x — 1 in vece di x nafcera $A — xx — 2 x 
= 2x4-1. Pervenire alla confiderazione delle ferie 
bifogna ricordarli di ciocché fi ditte T. 1. L.3. Cap. 6 . 

n. 3. 
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n. 3. cioè che fé fu S la Comma dei termini di nume- 
ro x , ed s la Comma dei termini di numero x — 1 » 
f ar à s — s il termine generale ; ma / naCce da S po- 
nendovi x — 1 in vece di x , dunque Carà S — r = S; 
onde S Carà la Comma della Cerie che à per termine 
generale — <5 'S ; ciò porto eflendofi ritrovato di Copra 

0 si . — x x ■ — 2 X = 2 X -f- 1 Carà integrando A — x x 
. — 2 x = S 2 x-(- 1 , e xx+ 2 x — A— — S 2 x-f- 1 j 

e prendendo la differenza à x x-4-2 x — A — — -2 x — 1 ; 
dunque xx + 2x — A è la Comma della Cerie , che 
à per termine generale 2 x-f- 1 , ed in Catti quefta fe- 
rie 5 denotando x il numero dei- termini, Ci trova eC- 
fere 3» 5 , 7,9,11,13, 15 &c. &c; , la di cui Com- 
ma è appunto xx+zx (la collante fi prende eguale 
a zero , perchè così fatta x = 1 fi trova il termine pri- 
moeguale alla Comma , come dee eflere .) Sia t—ix 1 
il fuo integrale, in Cuppofizione di $ x = — 1 , £ fi- 


gliale adÌL.(i — ix)(zx + i); la Comma poi 

* --*■ x 

della Cerie che à per termine generale 2 x — 1 c — - 

- S „ ' 

( 2 x — 1 ) ( 2 *4-i ), cioè F integrale di 2 x — 1 pr£- 
fo negatiyameute . 


CA- 
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■Si JptegA *1 Faradojfo del Cap. g. del Libro fecondo , 
e Jì foddisfà ad alcune promeJJ'e fatte nel decorfo 
di quejli Elementi , 

I. ’VlEl Capo nono del Libro fecondo fulla fine fi 
l\J fece vedere j che oltre le equazioni, che fo- 
no contenute nell’ integrale completo di una equazio- 
ne differenziale alle volte fuccede , che. vi fieno altre 
equazioni, che foddisfanno benifiìmo alla equazione diffe- 
renziale luddetta . Allora non eflendomi nota foluzione 
alcuna plaufibile di quello paradoffo, lafciai la cofa nel- 
•la fua ofcurità; prefentemente dopo aver letta la dot- 
ta DilTertazione del Signor La Grange fu quello parti- 
colare inferita nel Tomo degli Atti della Reale Ac- 
cademia di Berlino per 1* anno 1774. efporrò il mio 
fentimento . In primo luogo io dico, -che per integra- ^ 
le completo di una equazione differenziale per cagion 
di efempio di primo grado non "fi dee intendere ibl- 
tanto quella equazion finita, che foddisfà alla predet-* 
ta equazione differenziale , e che contiene una collan- 
te arbitraria, che non fia nella equazione differenzia- 
le predetta ; ma fi dee intendere qualunque equazio- 
ne finita che differenziata dia la fuddetta equazione-* 
differenziale : cosi 1’ integrale completo della equa- 

2 

• ■ j 

zione differenziale dx-\-7. x dx . i — x = d y non è 

l 

x x x — a a , il quale foddisfà alla propofta_« 
equazione differenziale , e contiene la collante a . che 
non è in quella , ma è qualunque equazione finita-, 
che differenziata dia la propella . Ora T equazione 

X *+' 
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* 'ZTT^Ta =y porto che 4 difegm non folo una 
cortante} ma una variabile ancora è tale , che differen- 
ziando torna la propofta ; dunque Te fi fupponga a foU 
S i» non fi avrà V integrale completo . Per «o- 
vare poi la funzione variabile , che dee effere porta in 
luogo di a fi differenzi quello integrale fu pponendo a a.- 

corà variabile a, avremo d x-+- $ x d x y/x a a 
3 a day/x x — aa = dy; il differenziale prop orto non 

potrà giammai tornare fe non fia — g ad a. yjax -uu 
Lo; dal che ricavo * = adunque fe nel integra- 


le x-+-x x — a a fi ponga in vece di a la x,nafcerà- 
1* equazione x=y , la quale foddisfà alla equazione 
differenziale proporta, e per ciò è un dMei m egr 


le contenuto nell’ integrale x -f xx—a a __j ru PP°’ 
fta et indifferente a dilegnare una quantità, variabile 
egualmente, che una collante. La forinola differenzia- 
le di cui parlammo nel citato Capo nono è ydx x d y 
=ay/d xM -dy*-, il di cui integrale fi vide eflere y = 


a , e fi diffe efTere quello 1* integrale 

2 1 4 . 

completo , perchè contiene la collante A arbitrarli-. , 
ora io dico che quello integrale non fi dee riputare 
.completo fe non fi fupponga A variabile ancora;] per- 
■chè può ben darfr , che vi fieno valori variabili di 
i quali facciano ritornare la propofta equazione diile- 
xenziale . Si differenzi dunque il predetto integrale lup- 
ponendo A variabile . Perchè torni il differenziale pro- 
pofto dee etTere il coefficiente di d A eguale al ze- 
ro ; dunque farà — ~~~TT = 0 ’ e P erc ‘^ 

2 2 A A A zzz 
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lló 


A = ) L *-■- , fi ponga ora queflo valore di A .nell* 
y/ a —x 

. a — x a . a ~h* -r A , 

integrale A -f- — z=y , Tara y = y/u a — xx, 

che è pure un integrale della forinola differenziale 
y d x — x dy = a yj d x 1 d j 1 , il quale non fi conter- 
rà mai in - — -A 4- a -^-—y fe fuppongafi A co- 


llante. Dalle cofe dette fi comprende che il paradof- 
fo deriva dal .prendere per integrale completo di una 
formola differenziale quell’ integrale in cui la quanti- 
tà aggiunta A fia Tempre collante, quando può A eflere 
ancora variabile) come fi è veduto. 

II. Al Capo 5. Libro 1. n. 2. fi dille che qualo- 
ra fi trattava di aree afintotiche non eravamo ficuri 
generalmente parlando , che la fomma dei rettangolet- 
ti infinitamente piccioli folfe eguale all’ area afintori- 
ca , e che nei cafi particolari era necefTario <JT ufare 
'gualche induftria per aflìcurarfi quando detta fomma,. 
fi poteva prendere per 1 ’ area , e quando no . Per in-, 
dicare dunque come dobbiamo in limili cafi contener- 
ci riprendo la quadratura della Ciflbide data nel Ca- 
po 12 , P area della qual Curva,, come ognun fa , è 
afintotica ; ora io dico che non poffiamo confondere 
la fomma dei rettangoletti infinitamente piccioli in- 
fcritti in queft’ area coll’ area fteffa , fe non fiamo fi- 
curi , che il rettangoletto fatto dall’ afintoto nell’ e- 
lemento evanefcente dell’ afciffa fia ancor cffò evane- 


fcente . Per veder ciò rifletto che chiamata ( Fig. 2 6.) 
A P=. x , PM ~y , A B — a abbiamo P equazione^ 


della Cilfoide yy ~ — ~ — 

(t — x 


; dunque chiamata T B— 

— A 
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a. — z 


=r x foftituendo farà jijr == . Sia ora P B e 


vanefcente cioè = dz> avremo yy=.--~ ì e y — — — ; 

dz> | • 

d z 

ma P elemento dell’ area è generalmente y dz ; dun- 


que elfo elemento nel punto B farà . ^z,cioè 


i i i i | 

<r d z 2 ; ma d z 2 è evanefcente ; dunque ancora a 2 dz , 
cioè il rettangolo dell’ afintoto nell* elemento dell* 
afciffa è evanefcente; dunque trattandoli della qua- 
dratura della Ciffoide fi potrà fenza pericolo di erra- 
re confondere la fomma dei rettangoletti infinitamen- 
te piccioli coll’ arèa afintotica . Nell’ iperbola poi a- 
polloniana non fi può fare quella confufione, perchè il 
rettangolecto accennato fi ritrova eguale, aduna quan- 
tità finita. • 

III. Nel Capo 8. del Libro 3. T. I. infegnammo 
un metodo affai fpedito per ritrovare i valori proffimi 
delle radici delle Equazioni numeriche, e benché a_^ 
mio credere nei cafi particolari il migliore configlio 
fia di ridurre tutte le quantità note delle equazioni a 
numeri , e di mettere in opra il metodo fuddetto, che 
'in pratica ò trovato fempre di felice riufcita ; ciò non 
ottante mi convien parlare qui del metodo del Signor 
La Grange di ritrovare i valori prolfimi delle radici 
delle Equazioni litterali avendo ciò promeffo nel Ca- 
po citato. Il metodo del Signor La Grange cheli ri- 
trova nel Tomo degli Atti -dell’ Accademia di Berli- 
no per 1’ anno 1778. è fondato nel feguente Teorc- 


Tom. IL 


B b b 


ma . 
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ma. Difegni (p x una funzione qualunque di x , e fi 
abbia la fcguente equazione X — x -f- x 0 . fla p 
una qualunque radice di quella equazione , cioè uil. 
qualunque v.:Iore di. x , ed fp difegni qualunque fun- 
zione di f> ) } x una limile funzione di x> e fi ponga 


zinne ai p •> ) * una umile runzione ai x, e li ponga 

/ ~~~ —I' x ; di P oi faccia fp = /x-j-/ 1 x<px-b 
f'yJ(tox)* , f' x d* ( g> x )> , p x</3(®x)* 


— T-f &c. , 

(la legge della qual progreffione è affai chiara) ed e- 
feguite attualmente le differenziazioni fi cangi x in_. 
X , il Signor della Grange dimoftra , che realmente à 
luogo una tale eguaglianza ; perciò fe fiponga/p=^,ef- 

lendo fx = x , ed tl* —f' x= i avremo p =x-f- 

M X • 


( $ X )* X )* t ( d? X )* 


2 . a . d x J 


tpx+^r-^H AAH &«• d opo 

• 2 « X I.l.tfx 1 2.g.4rfxJ 

che faranno efeguite le dfffcren zt a z icmi , e* cangiato m 
in X; e comecché X è quantità nota , quindi avremo 
una ferie di quantità note eguale a p radice della pro- 
pófta equazione; onde farà, nota per approflìmazione 
una radice. Se fi daranno all’ equazione altre forme, 
fi ritroveranno le altre radici nella maniera , che fegue. 
Sia per efempio da ritrovarli per approflìmazione il va- 
lore delle radici dell’Equazione x l — zax — bb—o % 

t # b b 

Si divida P Equazione per 2 onde fia x = 0, 

2 a 2 a 

confrontando quella coll’ Equazione X — x-+- <pxr=. o , 

r S x 1 b b , XX 

larà qp x ~ — , — X, - onde avremo p — x-i H 

2 a. 2 a 2 a 

— — u-J ' A.- &c. e collocando — Lt in vece di :*■ 


avrò 
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è è 

avremo t> = — - 1 1 l 

2.4«3 2. 8**^8. 1Ó.2.2* 7 

b b b* b 6 5 6 8 

&c- — h- — r “ — t — — H &c. Per ritro- 

i a .8 a* t 16 al 1284 7 

vare 1’ altra radice della nòftra equazióne , che chia- 

• ‘ ' b b 

mo p' > difpongo 1* equazione in quello modo -f- 

x 

2 & — x = 0 ; cioè la divido per x, e cangio" i fegni ; 
fatto il confronto di quella colla generale èx- — x-t- 
v r b b 

a — & li trova flp x= — j X = 2 a; e perciò avremo 

x 

, b b b* 2 b 6 5 b 9 0 

P — *4- — — H- — &c. , e ponendo 2 a 


X3 


xs 


* J- r , , & & y6 f y9 

in vece di x farà p—ìa~\ — 1 ___ 

24 a J ai 2 + a* 2 7 a7 
&c. Esco adunque come fi polTono ritrovare facilmen- 
te le due ferie efprimenti i valori profiimi delle radici 
della noftra equazione . Ognun vede che le ferie deono 
eflere convergenti; e per afiicurarfi di ciò ftimo più op- 
portuno ricorrere alla natura di ciafcuna ferie parti- 
colare, che ricorrere ai metodi generali, che per lo piti 
-fono ellremamente prolifli ed intrigati: così nel cafo 
nolìro fi vede chiaramente che le ferie fono conver- 
genti ogniqualvolta fia> b minore di a , perchè i termi- 
,ri vanno continuamente a diminuirli . Se nafcefle il 
dubbio che le due ferie efprimano veramente due va- 
lori differenti, e perciò due differenti radici , tal dub- 
bio fi dilegua colla fcguente rifleflìone . Fatto b—o 
nella Equazione propofta x x — - 2 a x — bb — o , avre- 
mo una radice eguale a zero; fe porremo irroltre an- 
cora a —0 farà ùmilmente 1* altra radice della equa- 
zione eguale al zero; oade le due radici reltano di- 

B bb 2 
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diftinte con quello carattere , cioè una và a zero fu p. 
porto b-=zo^V altra va a zero fupporto b ed a con- 
temporaneamente zero; ora la prima ferie va eguale 
a zero porta fai tanto b — o , e la feconda và a zero 
porto tanto b che a. zero ; dunque le due ferie efpri- 
mono i due valori diverfi delle noftre radici. Se la e- 
quazione è di terzo grado per efempio q x-\-r xx 
o , li potranno a quella dare tre differenti di- 
fpofiziorii , da cui nafeeranno tre forme atte per ritro- 
vare le tre Tadici cioè ; in primo luogo dividendola-. 

per — q , e facendo =X 3 e ~ r yy ~~ — (p x 

q , q 

avremo X — x~\-(p x— o . In fecondo luogo dividen_ 

dola per — rx, e facendo — —X', e 1- 

r r x r 

x avremo X' -r-x-f- x = o . Finalmente divi- 
dendola per — x x e pollo — r — X" , e — 

■- — — « X 

= avremo la terza forma X" — x -f- q>'' x — o . 
Da quelle tre forme della noftra equazione cioèX-— x 
H-(px = o, X’ — X — O , X° — x-f-9"x-=: o li 

potranno ricavare i tre valori delle noflre radici, i 
quali li troveranno differenti perchè uno diviene zero 
ponendo p — o , 1’ altro ponendo p — o 3 q— o 3 final- 
mente il terzo diventa zero col porre p ■=. o^q—o^ 
r = o. Se la equazione non à tutti i termini fi traf- 
muti in un altra , che li abbia tutti , il che li può 
Tempre ottenere» 

FINE DEL TERZO LIBRO . 
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